Calcul Infinitesimal I / Calcul I Codi: 21702 / 21762

Temps: 15 minuts 14 de Gener de 2005

Qiiestid relativa als problemes d’aplicacio

e Considereu un flux en el pla per al qual la posicié (z,y) i la velocitat (u,v) estan lligades per les restriccions:
z=1Inu+0?, y = u? +v?

(a) Demostreu que per a velocitats properes a (1, 1) la velocitat ve determinada per la posicié.

(b) En el cas que les restriccions siguin

u
uwr—1—w?=0, g———2u=0
v
proveu que per a velocitats properes a (1, 1) la velocitat ve determinada per la posicié i calculeu I'acceleracié

per a aquest cas.
Resolucio:
(a‘) f(uav):hlu—i_UQa fQ(U,’U)ZU2+’U2, f:(fl,fg);fECl({(u,v)ERz, U>O})

Df(u,v):(IQ/Zj ;Z) Df(l,l):(; ;) det Df(1,1)=—2#0, f(1,1)=(1,2)

Podem aplicar el teorema de la funcié inversa en el punt (1,1) i per tant existeix f~* € C! definida en un
entorn de (1,2)
(z,y) = flu,0) & (u,0) = (z,9).

(b) F(z,y,u,v) = (uw —1—uv?, y_u_ Qu); siu = v = 1, les equacions ' = 0 es verifiquensiz—1—-1 =01
vow
y—1-2=0,ésadir,x = 21y = 3. Podem aplicar el teorema de la funcié implicita i veure que (u, v) sén fun-
OF Tz —v —2uv
1 y ou [(2,3,1,1) =
6(u,v) _ﬁ + v_2

cions implicites de (z,y); F és C! en (2,3,1,1); ’ (2,3,1,1)

1 -2
-3 -2
(z(t),y(t),u(t),v(t)) i derivem les equacions:

= 4 # 0. Per tant, sabem que (u,v) sén funcions de (z,y). Ara suposem que (z,y,u,v) =

ax + ud — ww? — 2uvd = 0
VY — YU VU — UV % — 0
— _ u:

2 2

v (Y

quanz =2, y=3,u=1iv=1tenimz =u=1, y =v =11, per tant,

2u+1—u—2v_0} Uu—20+1=0

1—30—i+0—20=0 3u2@+10}=>u=0, b =1/2.

1
També es pot fer aillant z = — 4+ v? i y = u + 2uv i aplicant el teorema de la funcié inversa en (1,1) com
u

en (a).



Calcul Infinitesimal I / Calcul I Codi: 21702 / 21762

Temps: 2 hores 20 minuts 14 de Gener de 2005
Problemes
xayﬁ
1. (5 punts) Considereu la funcié f(z,y) = e®?>+4y> _ 4 1 (z,

X
0 (0,

a) Si a =g =1, calculeu lim <lim f(x,y)) i hm (hm f(z, y))
z—0 \ y—0

b

)
)
(¢) Doneu condicions sobre « i 3 que assegurin la continuitat de f a tot R
)
)

(
(b) Si a =g =1, queé podeu dir de la continuitat de la funcié f?

(d) Existeixen les derivades parcials de f a tot R??

(e) Doneu condicions sobre « i § que assegurin que f és C 1(]RQ).

(Indicacié: recordeu que lim e9(®¥) = elima@.n 9(z.v)

(ab)
Resolucié:
(a) a=p=1
hn%J (hm f(z, y)) = 1in%eo/962 —x—1= lin%J —z=0
lim (hm f(z, y)) = lim e —1=1lim0=0
y—0 y—0 y—0

(b) a = =1. Cal calcular 1(1)1(1)1) f(z,y). Fem limits segons rectes y = mx,

m:z
lim f(z,y) = lim e=”G+m%) —gx —1=¢
z—0 z—0

y=mzx

m

1+m2 _ 1

El limit depén de m, per tant, és diferent a cada recta; aleshores lim) f(x,y) no existeix i per tant, f no és
0

continua en (0,0).
Fora del (0,0), és continua per generacié. Per tant, f és continua a R? — {(0,0)} sia=p=1.

(c) Ja sabem que f és continua a R® — {(0,0)}. Per veure si és continua en (0,0) cal calcular

aﬁ

lim

1 — 00 ° =
((l)rg)f(x y)=e

Ja sabem que si o = 3 = 1, aquest limit no existeix. En els altres casos, com «, 3 € N, sempre tenim que
o+ 3 > 2. Aleshores usem el criteri de les coordenades polars; fent © = r cos @, y = rsin 6,

re cos® Or” sin® 0
2

< ra+’6_2—(>)0, sia+p3>2.

= e

r

xayﬂ

Per tant, tenim que lim ———— =
(0,0 22 + 32

continua en (0,0). Podem concloure, doncs, que si a« + 8 > 2, f és continua a tot RZ.

= 0 i podem concloure que (l(i)r(x)l) flz,y) =" =1 =0 = £(0,0)i f és

(d) fés C>® aR*—{(0,0)} i per tant, té derivades parcials si (z,y) # (0,0). Per veure si les derivades existeixen
n (0,0), les calculem:

f(0) = (0,00 |, 1-t-1-0

D, f(0,0) = lim =1l =lim—-1=-1
t—0 t t—0 t t—0
0,t) — (0,0 1-1-0
D, £(0,0) = lim FON =00 12120 o2
t—0 t t—0 t t—0

Per tant, existeixen les derivades parcials a tot R



(e) Per veure si f és C, cal calcular primer les derivades parcials a tot Rz,

— Q) ptlyB a=lyB+2 ga,p
(@ =22y 4 aa® YT S () £ (0,0)

Dy f(z,y) =

(22 + y2)?
D, f(0,0) = —1
Dyoy) - BB a2y e
T:Y) = (22 1 42)? €
D, f(0,0) =0
.
Per tal d’assegurar que (1(1)%1) D, f(x,y) = —1 ens cal, primer o+ > 2 per tal que lim e=?++% existeixi i sabem

a—2 xa+1 16} O[l'a_l B+2
que valdra 1. Aixi, només cal discutir: lim ( ) y Y

0,0) @ 1927 . Polars: x =rcosf, y=rsinf
0,0 x Y

(a — 2)r*t(cos §)*F1rP (sin 0)° + ar®='(cos §)*~1rA+2(sin )5 +2 < o3| — 2| + [a) _60’

rd -

si a4+ 3 > 3; aleshores, (hm) D, f(z,y) = —11 tenim que D, f continua a R®.
0,0

Si a+ (= 3, fent rectes y = ma tenim:

. (a=2)z°TimPal + ax*ImP2eAt2 (o —2)mP + amPt?
lim 24 (1 + m2)? - (1+m2)?

y=mazx

depen de m; aleshores el limit no existeix.

Per tant, D, f és continua si, i només si, « + 3 > 3. El cas de la D, f és totalment analeg: si « + 3 > 3:
iy (B 22y T+ Baer2y o
im

fim CETIE . El fem per polars: © = rcosf, y=rsinf
) € Y

(B — 2)r* B+ (cos B)*(sin 0) 1 4 BrotB+1 (cos )+ (sin )7 < rotA=3(13 — 2| + |8]) — 0,

rd -

si a4 B > 3. Igualment, si a4+ 3 = 3, fent rectes y = max tenim que

i (B — 2)zmPHialHl 4 grat2mB-lgh=1 (3 — 2)mPf+l 4 gmP-1
im -
20 24 (1 + m?)2 1+ m?)2

y=mmzx

depen de m. Conclusié: f és CY(R) & a+ 3> 3.

2. (6 punts) Donada una funcié
f:R — R®
t o f(t)=(f1(1), f2(1), f3(2)),
de classe C* tal que f'(t) = (f1(£), f4(t), f4(t)) # (0,0,0), V¢ € R, el conjunt
Cr={xeR® 3teR, z=f(t)} = f(R)

defineix una corba a R®.
(a) Siguin f,g: R — R® funcions de classe C1(R) tals que f'(t) = (f](t), f5(t), f4(t)) # (0,0,0) i
g'(t) = (g} (1), g4(t), g5(t)) # (0,0,0), V¢ € R. Definim la funcié de dues variables p : R* — R;

p(s,t) =] f(s) = g(t) [*= (f1(s) = 91(1))* + (f2(s) — 92(1))* + (f3(s) — g5(t))*. Doneu una férmula pel
gradient de p(s,t) en funci6 de f, g i les seves derivades.

(b) Sip= f(so)1iqg=g(ty), digueu quines condicions ha de verificar el vector p — g per tal que p i ¢ siguin els
punts més propers entre ¢y i ¢g. (Useu que (so,to) ha de ser extrem de p(s,t).)

(¢) Doneu una expressié de la matriu Hessiana de p(s,t) en el punt sg,to de 'apartat (b).

(d) Busqueu els punts més propers entre les rectes Cy i Cy, on f(s)=(—142s, —1+s, s) i g(t) = (t—1, 2t—1, <+3).



3.

Resolucié:

() p8) =1 F6) = 00) = () = 0 (0 + (Fals) = (0 + Us(s) = a0
00— 2(11() 91 ()11 (5)+2( () ~92() S 2 3(5) 5 (D) Fo(5) = 2 < F()—g(0), (5) >. Tsualment,
% 2 (5) ~ 9(t),~o/ 1) >
fand (5.8) = 2(< F(5) = a8, £'() >, < F(5) ~ g(8).~'(8) >).

(b) p= f(s0), g =g(to). Perque p i ¢ siguin els punts més propers entre Cy i Cy cal que la distancia de p a ¢
sigui minima; per tant p(s,t) ha de tenir un minim en sg, 9. Com que p és de classe C*, (so, to) serd minim

si:
dp

)
)

G 0 =0 < fs0) —alte), f'(s0) >=0
és a dir ,
p(s to) =0 < f(s0) = g(to), —g'(to) >=0
Bt 50 10
Per tant, f'(sg) i ¢'(to) s6n ortogonals al vector p — gq.

(c) % = 2(f1(s) = g1 () 7' (s) + 2(f1(5))” + 2(fa(s) — g2() 3 (s) + 2(f2(s))” + 2(f3(s)~

— g3(0))f3(s) +2(f5(5))* =2 < f(s) —g(t), " (s) > +2 || f'(s) |I*-

% = 201 (1) f1(s) — 205(t) f5(s) — 2g4(t) fi(s) = =2 < f'(3), 9/ (1) >.
% =2< f(s)—g(t),—g"(t) > +2 ¢'(t) |I*.
< f(s) = g(t), f"(s) >+ || f'(s) II? — < f(s),4'(t) >
Hls 1) = ( — < f(s),9'(t) > — < f(s) = g(t),g"(t) >+ [ g (1) |I? )
(d) f(s)=(-1+2s,—-1+s,s), gt)=(t—-1,2t—1,—t+3), [f'(s)=(2,1,1), @) =(1,2,-1).

(
f(s)—g(t)=(2s—t, s —2t,s +t — Cond1010 d extrem:

3).
<f(8)—g),f'(s)> = 22s—t)+s—2t+s+t—3=0
— < f(s)—g(t),d't)> = 2s—t+2s—4t—s—t+3)=0

—(
6s—3t—3=0 N
35— 6t+3=0 -

(1) =(0,1,2), f(1) —g(1) = (1,-1,-1), /(1) =(2,1,1),
» 9'(1) =(1,2,-1), ¢"(1) = (0,0,0).

HL1) = <_<2+62_1) —(2+62—1)>2(_63 —63)<i26 IS)

det H > 0, traca H >0, (1,1) és un minim.
(6 punts)
(a) Escriviu i demostreu la férmula del gradient.
(b) Counsidereu la funcié g(f) = 1 — sin € cos 6 definida per 6 € [0, 27].

Calculeu els seus extrems i demostreu que g(6) > 1/2.

(¢) Sigui h(z,y) = ¥?+y? —xy. Demostreu que h(x,y) només s’anul-la en el (0, 0). (Indicacié: escriviu I’equacié
h(z,y) = 0 en coordenades polars).

(d) Sigui f: R?* — R la funcié definida per

z?y .
flz,y) = { 2t —zy (z,y) # (0,0)
0 si- (z,y) = (0,0)

Discutiu la continuitat de f.
(e) Calculeu les derivades direccionals de f en (0,0). Es verifica la férmula del gradient en el (0,0)?
(f) Discutiu en quins punts és f una funcié C.

(g) Trobeu el valor de m € R tal que D, f(z,y) + yD, f(x,y) = m(z,y) per a tot (z,y) € R>.



Resolucié:

(a)

Férmula del gradient. f: A CR" — R, A= A°ia € A. Si f és C1(A), aleshores Vv vector de R",
| v |=1, tenim D, f(a) =< grad f(a),v >= D;f(a)vi + --- + D, f(a)vy.

Demostracid. Considerem la funcié d’una variable g: R — R definida per g(¢) = f(a + tv).

t — g(t)
Aleshores, g és C' i
v e 9@) —g(0) - fla+tv) — fla)
A e

Per tant, per calcular D, f(a) només cal saber calcular ¢’(0). Calcularem ¢'(¢) usant la regla de la cadena,
ja que g = foh(t), on

f:R" — R h:-R — R"
x — f(z)=f(z1,...,2,) t — h(t)=a+tv= (a1 +tvr,...,an +tv,)
U1
Aleshores, Df(z) = (D1f(z),...,Dnf(z)), Dh(t) = R'(t) = i, usant la regla de la cadena,
Un
U1
g (t) = Df(h(t))h' (t) = Df(a+ tv) : = Dif(a+tv)vy + -+ Dy f(a+ tv)v,. Ara substituim ¢t =0
Un
i obtenim la férmula del gradient.
g(#) =1—sinfcosf =1— sm29’ 0 € [0, 27].

k
g (0) =—cos20 =0& 20 = g + km; 0 = Ty % Tenim possibles extrems a

4
71' T w 3w 7r om T 3 I
T BTita T BTITTT T it T
9" (0) = 2sin 20
. ., 4. .
g’ (01) = 2sin 5= 2 6, = 7 ¢ minim relatiu
3 3
g (02) = 2sin g =-2 0y = Iﬂ és maxim relatiu
5 5
9" (03) = 2sin g =2 03 = Iﬂ és minim relatiu
7 7
9" (04) = 2sin g =-2 0y = Iﬂ és maxim relatiu

3
El maxim absolut estd entre 05, 64, 0, 27; g(62) = g(04) = 2 9(0) = g(2m) = 1.

Maxims absoluts: 65 1 64.

1
El minim absolut estara entre 64, 03, 0, 2m; ¢(61) = 3= g(03), g(0) = g(2m) = 1.

Maxims absoluts: 67 i 6;. Aix{ doncs, podem concloure que V6 € [0, 27]: <g(0) <

N| =
| W

3
2
1
1
2
| | | | |
I I I I ]
™ 3 57 T
al - — — 2
4 4 4 4

(c) h(x,y) = 2% + y* — xy, escrivim h en coordenades polars: x = rcosf, y = rsinf:

h(rcosf,rsinf) = r? — r?cosfsinf = r*(1 — cosfsin ) = r2g(6) > 2

DN =



4.

(per l'apartat anterior). Aleshores, h(rcos@,rsinf) només s’anul-la en r = 0 i per tant, h(z,y) només
s’anul-la en z =y = 0.
(d) Cal calcular (hm) f(z,y). Usem coordenades polars:
0,0

)

73 cos? fsin f 1 r

r2 —r2cosfsinf *r\1—008951n9| N l9(6)

=
.
|
o

Per tant, (hm) flz,y) =0 = f(0,0) i per tant, f és continua en (0,0); f també és continua a R* — {(0,0)}
0,0
per generacid, per tant, f és continua a RZ.
(e) v=(vi,v2), v?+0v3=1

. t(tug,tue) — £(0,0) . 203ty ) v3vg vivg
va(O»O):tlir& t :}E»r(l)t(tQUQ—i—tQUz—thv):}%vz—&—vz—vv T 1o
i 2 102 i +vy — 102 1V2

Segons la férmula del gradient, Dvf(0,0) = D1 f(0,0)v; + D2 f(0,0)ve. Pero, per (*), amb v = (1,0) i
v =(0,1) tenim que: D; f(0,0) =0, D2f(0,0) = 0. Per tant la férmula no es verifica.

(f) f és C1(R* = {(0,0)}) per generaci6, perd no pot ser C* en (0,0) perque aleshores s’hauria de verificar la
férmula del gradient.

21,?!3 _ x2y2 o4 x2y2
D = - D = T 5 5
(8) Duf(z,y) @+ 4% —ay)?’ (@, y) (22 + 32 — 2y)2
Duf 4 ubf 20%y° — 2y? +yat — 2y 2%y -2y gt 2y —ay+a?) £
T Yyl = 2 102 _ )2 _2272_2272_95)7
(22 +y* — 2y) (z2 +y% — zy) (22 +y* — ay)

per a (z,y) # (0,0). Si (z,y) = (0,0), la igualtat es verifica per a tot m, per tant m = 1.
(3 punts) Considerem la successié (a,) definida recurentment per a; = v2 i a,11 = /2. /a,

(a) Proveu per induccié 0 < ap, < apt1 < 2.

(b) Discutiu si (ap) té limit i, en cas que en tingui, calculeu-lo.
Resolucié:
(a) a1 = V2, as = +/2/a1 =258, 0<a; <as <2, jaque
V2 < 25/8 = 91/8\/2 2°/8 < 2, ja que 5/8 < 1.

Hipotesi d’induccié: suposem que per a un cert p > 1, tenim a < a, < ap1 < 2.
Volem veure 0 < ap11 < apt2 < 2. Clarament tots els termes de la successié verifiquen a, > 0.

Gpi1 < Gpiz /208 < \[2/Ep11 S 208 < 2/Ep11 S /By < \Epi1 S Gy < Gy
(cert per hipotesi d’induccid).
apyo <26 4/2\/ a1 <26 2\/ap11 <46 \Jap1 <26 ap1 <4
(cert per hipotesi d’induccid, ja que apy1 < 2).

(b) (ap) successi6 creixent i acotada superiorment, per tant, existeix { = lim a,, on ¢ verifica

p—0o0

_ 2 4 3 _ 3
(=\2Vl s =2/l _46;?0£ =4s (=4,



