Calcul Infinitesimal I / Calcul 1 Codi: 21702 / 21762
Temps: 1 hora 40 minuts 14 de gener de 2008

Problemes

1. (7 punts) Sigui f(z,y) =y + sin(azx + By) + (1 + y)*, on «, 5 € R sén parametres.

(a) Calculeu el desenvolupament de Taylor de f(z,y) en (0,0) fins termes de grau tres (inclosos).

(b) Estudieu si per a alguns valors de a i § la funcié f(x,y) pot tenir un extrem relatiu en (0, 0) i,
en cas afirmatiu, digueu quin tipus d’extrem és.

(c) Determineu els valors de a i 3 pels quals el polinomi de Taylor de grau dos de f(x,y) en (0,0)
és pa(z,y) =1+ 2x + 2y + zy. Per a aquests valors de « i 8 verifiqueu que l'equacié f(z,y) =1
defineix y com a funci6 implicita de z, y = y(z), en un entorn de (0, 0) i trobeu el desenvolupament
de Taylor de y(x) fins termes de grau 2.

Resolucié:

(a) Calculem el desenvolupament per generacio:
3 3
Sinz:z—%+R5(z), sin(azx + By) :am+ﬁy—%

1
ef=14+2z+ RQ(Z); (1 + y)x = 6x1n(1+y) — ex[y—(y2/2)+R3(y)] =1+ Ty — 5,{33/2 + R4(IL‘, y)

+ R5($7y)

1 1
flz,y)=1+az+ B+ 1y +azy— g(agfc?’ + 3a*Bz’y + 3afry? + BPy?) — 5%3/2 + Ry(z,y).

(b) Usant el desenvolupament de Taylor de I'apartat (a) tenim

Dxf(0,0):Oé, Dyf(0,0):ﬁ—l—l
Aix{ doncs, tenim un candidat a extrem en (0,0) quan o = 01i § = —1. Les derivades parcials
segones ens donen:
D, f(0,0) =0, D,y f(0,0) =1, Dy, f(0,0) =0,

i la corresponent matriu hessiana és

m=m00=( Defod) Dored )= (0 6)

Els valors propis de H sén +1 = punt de sella.
(¢) a=2 i B =1. Per aplicar el teorema de la funcié implicita a f(z,y) = 1, observem que
(i) f € C* entorn de (x,y) = (0,0);
(ii) f(0,0) =1;
(iii) 2—5(0, 0)=2#0.

Per tant, 'equacié f(z,y) = 1 ens permet aillar y = y(z) en un entorn de (0, 0) verificant:
1) ya) & O

2) y(0)=0

B) [l y(x) =1 = y(r) +sin(2z +y(z)) + (1 +y())" = 1.



Per calcular les derivades de y(x) en z = 0 ho podem fer derivant I’expressi6 anterior o observant
primer que el seu desenvolupament de Taylor ens déna:

flz,y(z)) =142z 4+ 2y(x) + zy(z) + R3(z, y(x)) = 1 4+ 2z + 2y(z) + xy(z) + Rz(x)
ja que y(x) = 0+ Ry(z). Aixi:

2z + 2y(x) + zy(z) + Ra(x) =
242y (z) + y(x) + 2y’ (z) + Ra(z) =
2y (z) + 2y (z) + 2y"(z) + Ri(x) = 0.

Fent © =0 1 y(0) =0 tenim 3/'(0) = —1, 3”(0) =1, d’on

/ y"(0) o a?
y(z) = y(0) + ¥ (0)z + ot R3(xz) = —x + 5t R3(z).
2. (5 punts) Sigui f(z) = e *+sinz — 11 g(x,y) = f( /2% + y?).
(a) Calculeu les derivades parcials de g(z,y) en R*. Es g € C1(R*)?
(b) Demostreu que existeix zy € (0, %) tal que si 22 + y3 = 22, llavors el gradient de g(z,y) s’anul-la
en (2o, Yo)-

Resolucio:
(a) f'(z) =—€e*+cosz

Dug = f/(\/72 + 2 Dyg = f'(\/a% + yZ)%yT si (z,y) # 0. En (0,0) usem la

X

22
definicio:
_ 2) _ —lzl L g -1
Dag(0,0) = 1t L0900 o SOV = JO) e Sle) oy e singe] o1
z—0 €T z—0 €T z—0 x z—0 xT
o (Ll o) (4 Ralla) =1 Role) _
z—0 T z—0 |l’|

fdem  D,g(0,0) = 0.
Es clar que g € CY(R\ {(0,0)}) per generacié. Per veure que g és C' en (0,0) calculem

lim  D,g usant coordenades polars x = r cosf, y =1 sin6:
(z,y)—(0,0)

|D,g(r cosf, rsin@) — 0| = |f'(r) - cosf| < |f'(r)],
on f'(r)=—e " +cosr — 0 quan r — 0. Per tant, lim D,g =0. [dem  lim Dyg=0i
(z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0)
g és CH(R?).
(b) Si volem Dgg(xo,y0) = Dyg(xo,y0) = 0 amb (zo,y0) # (0,0) cal f’(\/xgﬂ—i— y3) = f'(z0) = 0.
Clarament f'(0) =0, f"’(z)=e*—sinz, f"(0)=1>01 f (g) — —e 2 <0. Per tant f' és
creixent en x = 0 i per tant positiva si z > 0 i petit. Perd com que f’ (g) < 0 llavors té almenys

un canvi de signe en (0, g) i, per Bolzano, f'(z) = 0 per a algun 2y € (0, g)
3. (7 punts)

1
(a) Sigui f:[1,2] — [1,2] derivable amb |f'(x)| < 3’ Vz € [1,2]. Demostreu que f té un tnic punt

fix s € [1,2], aixo0 és, f(s) =s.

1
(b) Demostreu que |f(z) — s| < 5’.% —s|,Va e [l,2].



()

()

Sigui (xn)xEN la successié definida recurrentment per a z9 = 11 x,41 = f(zp), si n > 0.
Demostreu, per induccid, que |z, — s| < <§)” -1 —s|,Vn > 0. Quant val nh_)rgo z,? (Raoneu la
resposta.)

Sigui f(x) = g + % Calculeu els extrems absoluts de f(z) i de f'(z) en [1,2] i deduiu que f(z)

compleix les hipotesis de apartat (a). Quant val s en aquest cas?

Resolucié:

(a)

f(s) =s<= f(s) —s=0<= s és zero de g(x) := f(z) — x.
e Existencia de s:
g(1)=f(1)=1>1-1=0
9(2)=f(2)-2<2-2=0

Aixi doncs, o bé g(1) = 0 0 bé g(2) =00 bé g(1) > 01 ¢g(2) < 0. En aquest darrer cas, per
Bolzano ¢ té almenys un zero en (1,2).

e Unicitat de s:

Si existeixen s1 < sg tals que g(s1) = g(s2) = 0, llavors pel teorema de Rolle existeix s3 € (s1, $2)
tal que ¢'(s3) = 0. Perd ¢'(z) = f'(z) — 1 no es pot anul-lar ja que |f/(z)| < % Per tant g(x) no
pot tenir dos zeros diferents.

Pel teorema del valor mig:

on c, estda entre z 1 s. Aixi:
, 1
|f(z) = sl < |f(ca)l - o — s < 5z — 5]
1\ 0
. Sin:0:>|x0—s|:\1—5]:<§) |1 — s|.

e Suposem la desigualtat certa per a un cert ni anem a veure que també ho és per a n + 1

1 1/1\" 1\ "
fonin = sl = 1) = £6) < 3lon =5l < 5 (5) W-sl=(5) -l
1 n
on hem usat 'apartat (b) i la hipotesi d’induccié |z,, — s| < <§> 11— s]|.

n
Llavors lim |z, —s| =0 ja que lim <—) =0= lim =z, =s.
n—+oo \ 2

n—-+o00 n—-+oo
1 1 . 2
« Ja)=5 -5 i) =5

o fllx)<0sizec[l,vV2) i fl(z)>0size (V22
V2 1 V2 V2 3 3
’f(\/ﬁ)_T"f'ﬁ 74‘7_\/57 f(1)=§, f(2):§

e 2 = 1,2 maxims absoluts de f(x) i z = /2 minim absolut.
3
o f(x)e€ [\/5, 5] C[L,2], Vz €]1,2].

o () >0, Yz € [l,2] = 2 = 1 minim absolut i z = 2 maxim absolut de f’(x).



o fl(x) € [—%,ﬂ, Veel[l,2] = |f(x) < %, Ve ll,?2].

S

1
2+—:s<:>52:2. Aixi, s=12.
S

o f(s) =5



