Calcul Infinitesimal I / Calcul I Codi: 21702 / 21762
Temps: 2 hores 16 de Gener de 2006

Problemes

1 —
1. (6 punts) Donada la funcié f : [0,1] — R definida per f(z) = 3 Lo

(a) Feu la seva grafica aproximada en [0, 1].
(b) Vegeu que ¥V € [0, 1] es verifica que 0 < f(z) < 1/3.

(c) Proveu que existeix un tnic punt fix “a” de f en [0,1], és a dir, que 'equaci6 f(z) = = té
una tnica solucié a € [0, 1].
(Indicacié: busqueu zeros de la funcié ¢g(z) = f(z) — x.)

(d) Proveu que Vz € [0,1], | f'(z)| < g.
(e) Proveu que Vz € [0, 1] es verifica |f(z) — a| < §|x — a|, on a és el punt fix trobat a (c).
(f) Es considera la successi6 definida per ug = 01 u,, = f(u,_1), si n > 1; vegeu per induccid,
1 n
que 0 < u, < 3 ique |u, —al < (g) al.

(g) Digueu si la successié definida a (f) és convergent i, en cas de ser-ho, digueu quin és el seu

limit.
Resolucié:
! - x 1 x Tz 4
(@) D= [0.1]; 5(1) = 0, f(0) = 1/3; f'e) = 1326 — 2o = —Ser <0, Va e [0.1]; f &
1 1
decreixent entre [0, 1]; f"(x) = —gem — ge‘” = _x—:;— e’ < 0, concava.

(b) Com f és decreixent, f(0) > f(z) > f(1); % > f(x) > 0.

(©) gla) = f(a) ~r = 3 "~ O

9(0) =1/3 } T Bolzano ;Ja € [0,1); g(a) =0= f(a) =a

g(1) = —1
g(x) = fl(z)—1= —%ex —1<0, Vz €[0,1] = ¢’ no s’annul-la mai(g és estricament
decreixent) = a tnic.
1
(@) fl@) = =5 = [f@)| = 5e" < ge" < 2.

1 n
(f) o =0; up = f(up—1), n>1;0 <y < 3 U, —al < (g) lal.
Demostrem per induccié: n=1, 0<wu; <1/3;0< f(0) <1/3: cert.

uy —al = |£(0) — a| < ¢/3[a| cert,



2.

(2)

cert per a n
n+1, U, = f(u,), per Papartat (b); 0 < f(u,) < 1/3
e n+1
i = ol = () = ol < /3, =l < (2)" o

e\" e\"
u, és convergent perque 0 < |u, — a| < <§> ailim <§> a = 0. Pel lema de I’entrepa,
U, —a — 0= u, = a.

(7 punts)

(a) Considereu I'equaci6 y + (1 — 2?)siny + Az® = 0, on A € R és un parametre. Determineu
per a quins valors de A aquesta equacié defineix, localment a l'origen, y com a funcié
implicita de = de classe C*°.

(b) Per als valors de A determinats a l'apartat anterior, sigui y = @,(x) aquesta funcié
implicita. Proveu que el desenvolupament de Taylor de ¢,(z) al voltant de z = 0 és

A A
or(z) = —Z2° — Z2° + O(a").
2 4
. oa(z) —2¥sine . . _
(c) Busqueu A per tal que IIII[IJ - sigui diferent de zero i de co.
T—r €T
(d) Sigui Aq el valor de A calculat a (c). Definim la funcié h(z) = x + ¢y, (z). Discutiu si h és
invertible en un entorn de z = 0 i, en cas afirmatiu, trobeu D*h~1(0).
Resolucié:
£(0,0) =0, VA
a Y s .
(a) a_f(oj 0) = (1 + (1= a?) cos y)( - 220, VA teorema funcié implicita
Y 0,0

VA € R, y és funcié de x en un entorn de (0,0); y = pr(x), pA(0) = 0.

y = pa(z); suposem @, () = a1x + agz? + azx® + ayz? + asz® + O(25) (ja sabem ag = 0).
Sabem que Vz, ¢5(z) + (1 — 2%) sin @, (z) + Az® = 0. Per tant, desenvolupant per Taylor:
a1z + agr? + azx® + agzt + asz® + (1 — 2?) sin(ayz + a2 + -+ asz®) + Ax® + O(2°) = 0,
V.

3,5

2
Usem que sinz = z — < Tt O(z%) i notem que:

(@12 +asx®+ -+ +asx®)? = a22? + a2z + 20,007 + 2a1 a3t + 2a1a42° + 2020325 + O(28) =
a?r? + 2a,a97° + (a3 + 2a1a3)z* + (2a1a4 + 2a9a3)2° + O

i que

(@12 + -+ as2°)® = a32® + 3atagz® + a1 (a3 + 2a,a3)x° + 2a3a,2° + aza’z® + O,

i que

(@12 + -+ + as2®)® = ajz® + O(29).

Per tant,
ox(z) + (1 —2?) sin py(z) + A2 = () +sin py(z) — 2 sin oy (x) + A2? = 2(a17 + ax2® +
azx® + agzt + a52®) — = (a2® + 3alaxxt + (a1(a + 2a1a3) + 2a3a; + azal)x®) + —aSx® +

3!
1
O(z°%) — a12® — aga® — azz® + g(ai’xf’) + A = 0.

5!



Agrupant els termes del mateix grau:

200 =0= a1 =0

200 =0=ay, =0

T—a+A=0=a3=-)/2

2a3 — gal

1
2a4——3a?a2—a2:0:>a4:0

3!
1 2 2 2 L5 a} as
2a5 — y(al(a2 + 2a1a3) + 2a3a1 + azay) + =01~ a3 + 3= 0= a5 = 5 = —\/4
A A
Per tant, ¢,(z) = —§$3 - ZxE’ + 0(2%).
— 22 s —(\/2)23 — (N /4)x® — 2? 5/6) + O
(c) lim @) = a7 sin = lim (A/2)a” = W) = o+ (27/6) + %. si volem que el limit
z—0 5 \ z—0 \ 1:55
sigui finit cal: 5~ 1=0, A= -2 2 + 6 # 0, que és cert per a A = —2; aleshores
I A n 1 2 . 1 2
m = —— _— = — —_ = —
70 4 6 4 6 3

5
(d) Ao = =2; h(z) = = + ¢ _»(x). Com sabem que ¢ (z) = 2> + % + O(2%), W' (0) = 1,

llavors, h és invertible en un entorn de 0. Sabem que

h(z) =z +2° + O(z?)

h1(x) = bix + box?® + b3z® + O(a?)

h=Y(h(z)) ==z

bi(z + %) + bo(x + 2°)? + by(x + 2°)> + O(a) =z

bz + bex? + (b + b3)2® + O(2?) =z

by=1,0,=0,b3=-1= D3h7'(0) = 3! = —6.

3. (7 punts) Considerem el segiient sistema d’equacions:

u=y+e ¥ —e¥"
v=x— e Y+ eV" } (+)

(a) Demostreu que el sistema (k) defineix z = f(u,v), y = g(u,v) en un entorn de (0,0) tal
que f(0,0) = ¢(0,0) = 0.
(b) Sigui la funcié S(z,y) = —zy — e* ¥ — e¥~*. Demostreu que té un maxim relatiu en (0, 0).

(c) Siguin ug, vy € R fixats i considerem la funcié S(z,y) = upx + voy — xy — e*¥ — e¥~*. Si
suposem que xy = f(ug,vg) 1 Yo = g(uo, vg) estan ben definits, demostreu que S(z,y) té
un maxim relatiu en (g, yo).

Resolucio:

(a) Podem usar el teorema de la funcid inversa
F:R> — R?
(z,y) — (y+e"¥V—eV " gz —e" V4 el ?)
F(0,0) = (0,0)
det DF(0,0) =

ey +eV" 1—e"Y —e¥®
1—e"Y —e¥ " eV 4eV"

2 —1
(mm_‘_l 2‘_3¢0




3U entorn de (0,0), fiy : U — f(U) és invertible. La inversa (z,y) = F~'(u,v)

(f(u,v), g(u,v)).
(b) S(z,y) = —xy —e* ¥ — V™"

0. S(vyy)=—y—e* ¥ +e¥® 0:5(0,0) =0
0,S(x,y) =—x+e" ¥ —el " 0,5(0,0) =0
OpeS(z,y) = —" ¥ — V7

OuyS(z,y) = —1+e* Y +e¥ " =9,5(z,y)

OyyS(@,y) = —e"7¥ — V™"

2 1 ) det =3 >0 — maxim relatiu en (0,0).

Hs(0,0) = ( 1 =2 traca = —4 <0

(¢) wg, vy fixats; S(z,y) = uer + voy —xy —e* ¥ — V"

To = f(uo, vo) } aixo vol dir que (xo, Yo, ug, vo) verifiquen (*)

Yo = g(u07 UU)
0S
——(T0,90) =uo —yo — €™ + 70 =0
gg (%0, 7o) candidat a extrem
6_y(x0’ Yo) = Vg — Lo + €700 — Y00 =
2 ) ; )
8—5 = —e™0TY — Ty o5 = —e%07Y0 _ gl¥o—To. a—s — 0°S = -1+ eTo—Yo + eYo—%o_
a{L‘Q ’ ayQ y al‘ay 8y81.
_6m07y0 — eyO*iEO _1 + elofyo + ey0*l‘0
Per tant, Hg(zg,yo) = ‘ —1 4 e%0—¥0 4 gYo—To __pT0—Y0 _ glo—1o

det H (el’ofyo —+ ey0710)2 _ (_1 + eTo Yo + eyO*:L‘o)2 _

[2(e™7%° 4 e¥07%) — 1] = 2cosh(zg — yo) — 1 > 0;

traca = —2(6’”0_y0 + eyo_m) < 0; (wo,yo) és un maxim.



