Calcul I (E. Quimica) Codi: 21762

Temps: 2 h. 30 min. 19 de juny de 2006

Problemes

1. (7 punts) Una particula de massa 1 a R? es troba unida a dues molles fixades als punts p; = (0,0) i p2 = (3,0).
La particula és atreta cap a cadascun dels punts amb una forca proporcional a la distancia que la separa
de cada punt, i suposarem que en cas del punt p; aquesta forca és el doble que per al punt ps. Aixi, la
suma de forces que actuen sobre la particula quan es troba en el punt (x,y) ve donada pel vector F(z,y) =

(—21', _2y) + (—((E - 3)u _y)

(a) La particula es troba en equilibri quan la suma de forces que actuen sobre ella és zero. Quin punt de

R? constitueix una posicié d’equilibri? Comproveu que aquest punt és el minim de ’energia potencial
1
Ur,y) = (22 + 1) + 5 (@ = 3)* +97).

(b) Suposem que, degut a cert mecanisme, la particula no pot sortir del triangle de vertexs (2,2), (2,—1),
(3,—1). Trobeu la posicié6 d’equilibri en aquest cas (heu de minimitzar Ienergia potencial sobre el
triangle).

(c) Al llarg de la seva trajectoria (x(t),y(t)), Dacceleracié de la particula (de massa 1) ve donada per
(z",y") = F(z,y). Si quan t = 0 la particula es troba al punt (2,1) i parteix del repos, trobeu el
desenvolupament de Taylor de la funcié h(t) = z(t)? + y(t)? en t = 0 fins a ordre 3. Deduiu-ne si
inicialment la distancia a l'origen creix o decreix.

Resolucié: F(z,y) = (—2z,—2y) + (—(x — 3),—y) = (—3z + 3, —3y)
(a) F(z,y) =(0,0); (=32+3, -3y)=(0,0) = z=1, y=0, (1,0) posici6é d’equilibri.
1
u(@,y) =2 + 9% + S ((z - 3)* + 7).

2
Minims: (.9) ( )
Dyu(z,y) =22+ (x—-3)=0, z=1 .
Dyu(z,y) = 2y +y =0, Y =0 } (1,0) candidat a extrem

H,(1,0) = ( g g ; (1,0) és minim relatiu.
)

Donat que u(x,y) — oo quan |[(z,y)|| — oo i que (1,0) és I"inic minim relatiu, tenim que és minim

absolut.

Ok1

(b) u no té minim relatius a k
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e Ok s
Ok, ve donada per y — 2 = _3 _2 (x—2);y—2=-3(x—2); y=—-3x+8; z € [2,3]
1
gi(z) = wu(z, =3z +8) =2+ (—3z+8)> + 5((:5 —3)? 4 (=32 +8)?)
gi(x) = 22+2(-3zx+8)(—-3)+ (z —3)+ (—3z+8)(—3) =
20+ 18 —484+2x—-3+92x—-24=30x —75=0
T = ] = 5 , candidat §,1
30 2 2°2
5 —15+4 16 1
y=-3|-)+8= “orlb =, candidats (2,2) (3,—1).
2 2 2
L] akg
Oky ve donada per y = —1; x € [2,3]
1
goz) = ux, —1)=2+1+ 5((95 —3)241)
ga(z) = 204+ (x-3)=0=2=1¢]2,3

candidats (2,—1) (3,—1).

[ 8/@
Oks ve donada per x = 2; y € [—1, 2]

1
gsly) = U(2,y)=4+y2+5(1+y2)
By = 2y+y=0=y=0

candidats (2,0) i (2,2) (2,—1).
5 1
Per tant, possible minim és 2 5) ,(2,2), (3,-1), (2,-1), (2,0). Avaluem u(z,y):
25 + -+
4

LBy _ B 1 15 N 1) 26 127
222/ 4 2\\2 4] 4 4 4

1 5 21
u(2,2) = 4+4+§((2_3)2+4) =8+5="5
1 1 21
1) = 1+=-(0*+1)=10+ - = —
u(3,-1) 9+ +2(0+) 0+2 5
1 1,5 9
u(2,-1) = 4+1+§(1+1):6 u(2,0):4+§(1):§
Aleshores (2,0) és minim absolut sobre k.
(¢) (0)=2, y(0)=1;  2'(0)=0, y'(0)=0
B(t) = 2z’ +2yy
h”(t) — 2xx//+2x/x/ +2yy// +2y/y/ — 2xx”+2(x')2 +2(y/)2 +2yy//
hl//(t) — 2:Cx/// + 21,/1;1/ + 4I/$N + 4y/y// + Zyy/// + Zy/y// — 2:Cx/// + Gl’/x” + 6y/yl/ + 2yy/l/

Per tal de saber z”/, ¢, 2, ¢ usem (z",y") = F(z,y), és a dir, (z”,y") = (—3z + 3, —3y)

2 =-3r+3 2"(0)=-3-24+3=-3
y" =3y }:{ y'(0)=-3-1=-3
Aleshores,

xl// — 73xl xl//(o) — 0

y/// _ _3y/ } = { y///(o) =0

Per tant, tenim:

h(0) = 2?(0)+4*(0) =5
KO = 2:2.042-1-0=0
B'0) = 2-2-(=3)+2-1-(=3)=—18
K" (0) 2:2:046-0-(—3)+6-0-(—3)+2-1-0=0
h(t) =5 —9t2 + O(t*); si t és petita i positiva h(t) és decreixent; aleshores la distancia decreix.
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2. (7 punts) Sigui F(x) una funci6 C?(R), amb F(0) = —1 i F'(0) = —2. Considerem l'equacié f(z,¢), on
flx,e) = 2% +2F(x).

(a) Estudieu si és possible aplicar el teorema de la funcié implicita a f(z,e) = 0 entorn de (z,e) = (0,0) i
escriure les seves solucions com z = z(e), amb z(0) = 0.
(b) Sigui g(y,e) = % si € # 0. Demostreu que aquesta expressié permet definir també g(y,0) (de fet,
9(y,0) = lir% g9(y,€)) ique g € C2(R2). Calculeu els zeros de ¢(y, 0).
E—

(c) Per a cada solucié y* de g(y,0) = 0 obtinguda a (b) apliqueu el teorema de la funcié implicita a
9(y,€) = 0 1 demostreu que, si € és prou petit, podeu definir dues solucions y = y1(e) 1 y = ya(e) de
I'equacié.

(d) Proveu que, si € és prou petit, 'equacié f(z,e) = 0 té dues solucions = = z1(g), = x2(e) i trobeu el
seu desenvolupament de Taylor fins a ordre 2 inclos.

Resolucié:
(a) £(0,0)=01i f és C?, pero %(O, 0) = 0; per tant no es pot aplicar el teorema de la funcié implicita en
(0,0).
(b) g(y,e) = f(ag,e) _ 2y +§22F(sy) _ 2+ Fley) és C?
9(y,0) =y* +F(0)=¢y* - 1=0=y = £1.
(¢) (1,0); ¢(1,0) =0; g—z(l, 0) = (2y + F'(ey)e)(1,0) = 2 = el teorema de la funcié implicita diu que

existeix y = y1(g) verificant

yi(e) és C?
Y1 (0) =1
9(y1(g),e) =0, sie és prou petit

Si prenem el punt (—1,0) igualment tenim g(—1,0) = 0; == (—1,0) = —2 = el teorema de la funcié

99
Ay
implicita diu que existeix y = ya(¢) verificant
ya(g) és C?
yg(O) =-1
9(y2(g),e) =0, sie és prou petit
(d) Siguin z;(e) = ey;(e), j = 1,2. Aleshores, tenim que

f(xj(e),e) = fleyj(e),e) = e2g(y;(e),€) = 0
Desenvolupant per Taylor z;(e), tenim:
zi(e) = ey;(e) = e(y;(0) +y;(0)e + O(e?)) =
= ey;(0)+ szy;-(O) +0(e%)

per tant, només cal calcular y}(0). Sabem que g(y;(¢),e) = 0 <= y3(¢) + F(ey;(¢)) = 0. Derivem
implicitament:

2y;(€)y;(e) + F'(ey;())(y; () + eyj(e)) =0
e =0, F'(0) = —2, 2y;(0)y;(0) — 2y;(0) = 0, y;(0) = 1. Per tant:

yi(e) =e+e2+0(%), ya(e) = —e+2+0().
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3. (6 punts) Sigui f : R> - R, fe CQ(RQ) tal que f(0,0) = 0 i es verifica, en tot punt (x,y) € R

D, f(z,y) = % sinh(f(z,y)) on v = (%, %) Sigui la funcié ¢(z) = f(z, —x)

(a) Sabent que ¢'(0) = 1, calculeu D, f(0,0), D, f(0,0).
(b) Sisabem que ¢”(0) = 0, calculeu les derivades segones de f en (0,0).
(¢) Digueu quins valors han de tenir A, 3, «, v, d, per tal que

: flz,y) = Az — By — axy — ya* — oy®
lim

(z,y)—(0,0) x2 4 92

x

_ -z
(Observacié:  sinhz = %.)

Resolucié:

(8) Tenim D, f(z,y) = Duf(2,4) = + Dy f(2,4)—=: ¢'(z) = Do f(z, ~z) — Dy f(zr, —2)

V2 V2
1 1 1
901(37) _DZEf(x? x)_Dyf x, =T

)
D.f(0,0) + D, £(0,0) = sinh(0) = 0
Drf(oao) - Dyf(0,0) =1
Aleshores D, f(0,0) = %, D, f(0,0) = —%.

(b) Derivem (a) respecte de x:

Dwzf(xa y) + Dwa(xa y) = COSh(f($>y)) DZL’?(JJ’Q)

¢"(x) = Dyo f(x, —x) — Dyy f(x,—x) — Dy f(x, —2) + Dy, f(z, —2)

i derivem (a) respecte de y:

0=0

Substituim z = y = 0, usem que f(0,0) = 0 i que ¢"”(0) =01 D,f(0,0) =

=0.

Dey f(2,y) + Dyy f (2, y) = cosh(f(z,y)) Dy f(2,y) }

Dwyf = Dy:vf 1
Dw:vf(ovo) + D:M/f(ovo) = 5
D, f(0,0) —2D,, f(0,0) + D,, f(0,0) =0
1
1 1
1 1
5 - Dzyf(ovo) - 2Dwyf(070) - 5 - Dmyf(ovo) =0
1 1
D.,f(0,0) =0, Dmf(0,0)zi, Dyyf(0,0):—i.
1 1 1/1 45, 1,4 oz oy 2?2 P
(¢) Com f(z,y) = 5% 2y+2<2x 2y>+R3(x,y) 5 2+ 1 1
R
im 2(1’,:1/2) =0, tenim:
0,00 r° +y
. flz,y) = Ao — By — axy — ya® = 0y®
lim =
(0,0) 72 + 92
1 1 1 9
. <2—/\)x—<2+ﬂ>y—axy+<4—7>a: -
= lim 5 5
(0,0) e 4y
Fent limits direccionals ja es veu que aquest limit només pot existir si tots els coeficients sén zero
1 1 1
A = — = —— = = — 5 = —— .
2 ) 6 2 ) « 07 ’Y 4 )

2
)

1 1.
2 D, f(0,0) = ~3 i que

+ Rs(z,y). I sabem que



