Calcul Infinitesimal (E. Ind.) / Calcul I (E. Quim.) Codi: 21702/21762
Temps: 1 h. 45 min. 19 de Juny de 2008

Problemes

1. (6 punts) Considereu 'equacio
(x+1)z+ye*—1=0 (%)

(a) Verifiqueu que (*) defineix implicitament z = z(z,y) entorn del punt (z,y,z) = (0,0,1) i
demostreu que el polinomi de Taylor de grau dos de z(z,y) entorn del (0,0) és:
p(z,y) =1 -z — ey + 22 + 2exy + €%y
robeu els valors de a 1 b pels quals g(z,y) = p(z,y) + ax + by pot tenir un extrem relatiu
b) Trob Is valors de a i b pel 1 b i lati
n (0,0).
(c) Per als valors de a i b de I'apartat anterior, apliqueu el criteri del hessia a g(z,y) en (0,0).

(d) Demostreu, amb independencia del resultat de 'apartat (c), que g(x,y) té un minim relatiu
a (0,0) per als valors de a i b de I'apartat (b).

Resolucié:

(a) f(z,y,2) =(z+1)z+ye* —1
(i) fe 0°O<R3>
(i) f(0,0,1) =

(iii) % =z + 1+ ye®, of

- 1H)=1 .

Podem aillar z = z(x,y) solucié de f(z,y,z) = 0 entorn de (0,0, 1), verificant:
@ z(z,y) e, A) 2(0,0)=1, ML) f(z,y z2(z,y))=0.

Si derivem respecte z i y equacié (z + 1)z(x,y) + ye*@¥) —1 = 0, obtenim

24+ (x+1)Dyz+ye*Dyz =0
(x+1)Dyz +e* +ye*Dyz =0

Siz=y=01i 2(0,0)=1:

14 D,2(0,0) = 0 _ _
Dya(0.0) 4 ¢ =0 } — D,2(0,0) = —1, D,z(0,0) =

Si tornem a derivar respecte z i y:

2D,z + (x4 1)Dypz + ye* (Dy2)? + ye* Dygz = 0
Dyz+ (x +1)Dyyz + €*Dyz 4+ ye*Dyz - Dyz 4+ ye*Dyyz = 0
(z +1)Dyyz + 2¢*Dyz + ye* (Dyz)* + ye* Dyyz = 0

Sizx=y=0,2(0,0) =1, Dy2(0,0) = —11i Dyz(0,0) = —

2+ Dyr2(0,0) = 0
—e+ Dyyz(0,0) —e =0 3 = D;,2(0,0) =2, Dyyz(0,0) = 2e, D,,2(0,0) = 2¢*.
Dyyz(0,0) —2e* =0

Finalment

1
p(l‘, y) = Z(O, 0) + DQZZ(O’ 0)$ + Dyz(oa O)y + E(Dx:pz(oa 0)1'2 + 2nyz(0> O)Z‘y +
+Dyy2(0, 0)y%) =1 —x — ey + 2> + 2exy + €%y



(b) Es clar que D,q(0,0) = —14a, D,q(0,0) = —e +b.
Aixi doncs, D,q(0,0) = Dyq(0,0) =0<=a=11i b=e.
(¢) Dgzq(0,0) =2,  Dgyq(0,0) =2e,  Dyyq(0,0) = 2¢?

2 2e
w00 = (o 25 )

det(H4(0,0)) = 0 = No podem decidir si (0,0) és un extrem usant el criteri del hessia.
(d) q(z,y) = 1+ (z+ey)? > 1 = ¢q(0,0), V¥(z,y) € R, d'on deduim que (0,0) és un minim
relatiu de gq.

1
2. (6 punts) Sigui f(z) = x —vVr+1+ NS definida per a x > 0.

(a) Vegeu que liI(I]1+ f'(z) = +oo.
(b) Demostreu que ligl_l f(z)=0.

(¢) Vegeu que f(z) té un unic extrem relatiu si x > 0 i calculeu-lo. Digueu (sense fer cap
calcul) si és maxim o minim (raoneu la resposta). (Observeu que f(0) =0.)

(d) Raoneu que f(x) > 0siz > 0.
1 1 1
(e) Demostreu per induccié la seglient propietat: ﬁ + % 4+ 4 T > /n, per atot n € N.
n
(Indicacié: Useu lapartat (d).)

Resolucio:
/ - 1 1 1
@ ['@) = 5=~ 57 ~ Ty
. , 1 1
Jm fi(@) = oo =5 =5 =+,
e e L _Wr Ve eVt D), 1 (@)
g f(xi_ﬁ +11+“‘”—“_1 Vit vaTl Vel Vetvarll
Vitl Vitvail Vail
lim f(x)=0.

T—-+00

1 1 Ja+1 2 1 2)?

(c) fl(z) =0+ Tl g Y i s SN Ch) =
x r+1 x z+1 x (x4 1)2

(z+1)P =z +2)? = *+32° +3r+ 1 =2’ +dr +4d) <=2 +t2-1=0<= 1=

—1++5

2

L’ nic possible extrem relatiu per a x > 0 és x = 5 Es clar que és un maxim ja que:

—1 5—1
(i) f'(z) >0siz e (0, \/_T>, ja que f'(z) = 0 només si x = V5 i lim f(z) =
z—0

+00.

. e . Vvh—1

(ii) Com que f(0) =01 f és estrictament creixent en | 0, — | llavors f(x) > 0 en
aquest interval.

V5 —1

(iii) Com que mf f(z) =01 f'(x) té signe constant en ( ,—|—oo> , Havors f'(z) <0
Tr— 100

en aquest interval i f és estrictament decreixent.

5—1 5—1
(d) Com que f és estrictament creixent en | 0, fT) i estrictament decreixent en (fT, +oo>

i f(0)=0, 111_19 f(z) =0, llavors és clar que f(x) > 0siz > 0.



1
() —Peran=1: — = V11 la propietat és certa.

V1

— Suposem la propietat certa per a un cert n > 1. Llavors:

1 1 1
—t—4+— > \/n+ ———, on hem usat la hipotesi d’induccié. Volem
NAURYS) \/ﬁ \/ +1 \/

veure que:
1
n + >vVn+l<=Vvn—vn+1l+
Vi vn+1 vn+1

Papartat (d). Aix{ doncs, la propietat també és certa per a n + 1.

>0 <= f(n) > 0, que és cert per

3. (7 punts) Siguin f(z,y) = e” /2 4+ e /2 — 2 g(z,y) = (2® + y?)Dyf(z,y) — 2yf(z,y) i

flz,y)
W y) = 2142 si (z,y) # (0,0)
1/2 si (z,y) =(0,0)

(a) Demostreu que el desenvolupament de Taylor de f entorn del (0,0) fins a termes de grau 3

1 1
5(952 +y?) — Ex(iﬁz +9?) + Ru(z,y).

(b) Calculeu el desenvolupament de Taylor de g entorn del (0, 0) fins termes de grau 4 inclosos.
(Indicacio: Useu lapartat (a).)

(c) Calculeu Dyh(z,y) per a tot (z,y) € R?.
(d) Demostreu que Dyh(x,y) és continua en (0,0).

inclosos és: f(z,y) =

Resolucio:
2?2 1 22\? 1 22\*
=1 - - (- =
(a) flz,y)=1+x 5 T o < 2) + 3 (IL‘ 2) + Ry(z)+
2 2\ 2 2\ 3
Y 1 i 1 Y _
+1—$+?+§(—$+?> +§<—$+3) + Ra(z,y) — 2=
i O N
=1l4+z— —+ =(z*—2°)+ =2° + Ry(x)+
2 2 6
2 1 1
—l—l—x—l—y——l——(x2—:ny2)——x3—|—R4(az,y)—2:
2 2 6
Lo, oo L o o
= g(f +y7) — 590(55 +y°) + Ra(z,y)
1 1
(b) g(z,y)=(2?+y*)(y—zy+Rs(z,y)) 2y <§(f€2 +y°) - pr® +yh)+ R4(x)> = O Rs(z,y).
(2> + y*)Dyf(x,y) — 2yf(2,y) _  g(z.y)
Dyh = — _
(c) Dyh(z,y) (22 + y2)2 (22 + 12)2
(22 + y2)e W12y _ 2y (ex—(x2/2) 4 e~ +(?/2) _ 2)
= 0,0
fO0y) 1 1te)/2—2 _ 1
h(0,0) = tig MO ZAO0) o T TE g T T
y—0 y—20 y—0 Y y—0 Y
V28 1+ 2 L Ri(y)—1 -2
ST e P (e e 42‘@) 7 _ i T
y—0 Yy y—0 Yy y—0 Yy
(d) Hem de veure ( %iH%O 0 Dyh(z,y) = 0. Usem els apartats (b) i (c):
I?y - b
: : 9(z,y) . 0+ Rs(z,y)
lim Dyh(z,y)= Ilm —SF—F= Ilm ——mm—"=
(.9)—(00) 7 (=:9) (@m)—(00) (22 + ¥ (2.9)—(00) (/22 + y2)*

Per les propietats del reste del desenvolupament de Taylor.



