Calcul Infinitesimal I / Calcul I Codi: 21702 / 21762
Temps: 1 hora 45 minuts 21 de gener de 2009

Problemes

1. (5 punts) Sigui f € C%(R) una funcié donada i considereu la funcié g(z,y) = f(z) - f(y).

(a) Sidenotem per a = f(0), b= f'(0)ic= f"(0), calculeu el desenvolupament de Taylor de g(z,y)
en (0,0) fins termes de grau 2 inclosos en funcié dels valors de a, b, c.

(b) Suposeu ara que b=01a-c# 0. Vegeu si g(x,y) pot tenir un extrem relatiu en (0,0) i discutiu

de quin tipus és en funcié dels valors de a, c.
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(c) Trobeu tots els extrems relatius de g(x,y) = R i digueu de quin tipus sén.
Zz Y

Resolucio:
() 9@.y) = f@)- () = (a+bo+ Sa° + Ry(a) ) - (a+ by + So° + Ra(y) ) =

a-c a-c
=a? + ab(z +y) + sz + b2y + TyQ + R3(z,y).

a-c
(0) b=F(0)=0 = glx,y)=0a’+—("+y") + Rs(x,y).
Drg=a-cx+ Ry(z,y); Dyg=a-c-y+ Rz(z,y)
D,g(0,0) = D,g(0,0) =0 = g té un candidat a extrem relatiu en (0,0)

Dyyg=a-c+ Ri(z,y); Dyyg =0+ Ri(z,y); Dyyg = a-c+ Ri(z,y).

o . . . . 0
Aixi la matriu hessiana de g és H = H4(0,0) = ( aOc 0 c )
e Sia-c>0 = H té dos valors propis positius = minim relatiu.

e Sia-c< 0 = H té dos valors propis negatius = maxim relatiu.

D —2z 1
z9 = N2 2 =
(c) ( f_x ) EQ—Zy <= r=y=0 Anic candidat a extrem relatiu de g(z,y).
Dyg = . =0
IT+22 (1+49y?)?
1
g(SC,y) :f(x)f(y)’ on f(‘r):m :1_‘T2+R4(‘T) = a=1, bZO,C:—2,

b=0ia-¢c=-2<0 = (0,0) maxim relatiu de g.
2. (7 punts) Sigui F(z,y,2) = 2% + 2yz + 2yz — 2¢¥ + 1.

(a) Demostreu que F(z,y,z) = 0 defineix implicitament z = z(z,y) entorn del punt (z,y,z) =
(0,0,1).

(b) Calculeu les derivades parcials leres i 2ones de la funcié z(z,y) avaluades en (0,0) i discutiu si
z(z,y) té o no un extrem relatiu en (0, 0).

— 14 May — y?
(c¢) Discutiu l'existéncia o no del limit  lim o y) +May —y7) en funcié del valor de A € R.

(2,)—(0,0) z? +y?
Resolucio:
(a) @ F e C°(R*; F(0,0,1)=12-2-0-14+0-0-1—2"+1=0

OF oF
b 62 z + y + xy’ az (07 07 ) # 0



Podem aplicar el teorema de la funci6 implicita i aillar implicitament z = z(x, y) entorn del punt
(0,0,1), verificant

o 2(z,y) € C™; 2(0,0)=1; o F(z,y,2(x,y)) =0
(b) z = z(z,y) verifica 22 + 2yz + xyz — 2e¥ + 1 = 0.
e Derivem respecte x: 22D,z + 2yD,z + yz + xyDyz =0 (*)
Femrxr=y=01i2z=2(0,0)=1 = D,z(0,0) =0.
e Derivem respecte y: 22Dyz + 2z + 2yDyz + 2 + xyDyz — 2e¥ =0 (**)
Fem z =y =01i2=2(0,0) =1 = Dy2(0,0) =0.
e Derivem (*) respecte z: 2(D;2)% + 22D,z + 2yDaypz + 2yDypz + 2yDyyz = 0
Femx =y=0 = D,;2(0,0) =0.
e Derivem (*) respecte y: 2Dyz-Dyz+22Dyy2+2D,242yDyyz+ 24+ yDyz+aDyz+ayDyyz = 0
Fem z =y =0 = 2D,,2(0,0) +1 =0 = D,y2(0,0) = —1/2.
e Derivem (**) respecte y: 2(Dyz)? + 22Dyyz + 4Dyz + 2yDyyz + 22 Dyz + xyDyyz — 2e¥ = 0
Fem z =y =0 = 2Dy,2(0,0) —2=0 = D,,2(0,0) = 1.

Aixi, D,2(0,0) = Dyz(0,0) =0 = z(z,y) té un candidat a extrem relatiu en (0,0). Calculem
el hessia de z(x,y) en (0,0):

b _  Dee#(0,0) Dyyz(0,0) 0 -1/2
~\ Dyyz(0,0) Dyy2(0,0) “1/2 0
1
det H = 1< 0 = (0,0) és un punt de sella de z(x,y).

(c) El desenvolupament de Taylor fins grau 2 de z(x,y) en (0,0) és:

1
z(x,y) = 2(0,0) + D,2(0,0)x + Dyz(0,0)y + g(sz(O, O)av2 + 2Dy 2(0,0)xy + Dy 2(0, 0)y2) +

1 1
+Ry(w,y) = 1— gy + 5y2 + R3(z,y),

_z(my) = L4+ Moy —y?) zy — y?
Per tant: 1 — lim(\ — (1/2)) 2L~
o 00) z? + y? (tl),%l)( (/))w2+y2

e Es clar que si A = 1/2 el limit és zero.

e Si A\ # 1/2 llavors el limit no existeix. En efecte, si fem limits per rectes y = mx en el (0,0) de

.2
g ol limit déna
Zz Y
. x~m:c—(m:c)2  om—=—m? m—m?
lim = lim = ,
a—0 z2+ (mx)? z—0 1+ m?2 14+ m?2
que depén del valors de m.
223 — xy?

3. (7 punts) Sigui f(z,y) = si (x,y) # (0,0) 1 £(0,0) = 0.

x2 +y?
(a) Proveu que f és continua per a tot (z,y) € R%

(b) Calculeu D, f(z,y) i Dyf(z,y), per a tot (x,y) € R

(c) Sigui v = (a,b) un vector unitari qualsevol. Calculeu D, f(0,0) aplicant la definicié de derivada
direccional i proveu que D, f(0,0) = 3a® — a.



(d)
()

Digueu si el valor obtingut per a D, f(0,0) en I'apartat (c) verifica o no la férmula del gradient i
discutiu si f pot ser una funcié C! en (0,0). (Raoneu la resposta.)

Calculeu el maxim i mfnim absolut de la funcié g(a) = 3a® — a en l'interval [—1,1] i digueu quins
sén els vectors v de l'apartat (c¢) que fan maxima i minima la derivada direccional D, f(0,0).

Resolucio:

(a)

Usem coordenades plars: x = rcosf, y = rsin 6

2(r cos 0)® — r cos O(rsin )2

0, rsind) — 0| =
[f(rcos 6, rsin) — 0| (rcos 0)2 + (rsin 6)?

< 3r:=g(r),

on lim g(r) =0 = lim f(z,y) =0 = f és continua en (0,0).
r—0t (0,0)

(622 — y?) (2% + y?) — (22° — zy?)2x _ 22* + Tay? — ot

D = i 0,0).
If(x’y) (:CQ +y2)2 ($2 +y2)2 ; Sl (‘T’y) 7£ ( ’ )
—2ay(a® +y%) — (22° —ay®)2y 6Py
3
D =1 = lim 2= = lim 2 = 0.
SOOI T e T TRl
0
0,y) — £(0,0 i
D, £(0,0) = lim 1O.9) =100 _ 0 ¥ o=
y—0 Y — 0 y—0 Yy y—0

v = (a,b) unitari amb a? 4 b = 1

2(at)3 —at(bt)?

D, f(0,0) = lim f((0,0) + t(a, b)) — f(0,0) — lim f(at, bt) B TN CO LR O
t—0 t t—0 t t—0 t
= %in%(Qa?’ — ab?) = 2a® — ab?;

usant la condicié a? + b2 = 1 obtenim D, f(0,0) = 2a® — a(1 — a?) = 3a® — a.

Per la férmula del gradient, si f € C! en (0,0), llavors:
D, f(0,0) = (grad f(0,0),v) = ((D.f(0,0),D,f(0,0)),(a,b)) =2-a+0-b=2a.

Per tant, la férmula del gradient no és certa en (0,0) i f no pot ser C*! en (0,0).
gda)=9a>-1=0+=a==+1/3

/! s .

v ¢"(1/3) >0 == minim relatiu

g'(a) =182 = { ¢"(-1/3) <0 = maxim relatiu

Llavors cal estudiar els valors de g en £1/3 i en els extrems de l'interval : £1
9(1/3) = =2/9, g(=1/3) =2/9, ¢(1) =2, g(-1) = -2.
Per tant, el maxim i minim absolut de g en [—1,1] sén 1 i —1, respectivament. Clarament

D,f(0,0) = g(a) i per tant, el valor maxim de la derivada direccional és quan a = 1 i
¥=1-a>=0 = b=0 = v =(1,0).

Idem, el valor minim és quan v = (—1,0).



