Calcul Infinitesimal I / Calcul 1 Codi: 21702 / 21762
Temps: 2 hores 29 de gener de 2007

Problemes

1. (6 punts) Donada ’equacid
322 — 2% —a2®y’ +axyz —1=0 (1)
(a) Digueu per a quins valors del parametre a € R l'equacié (1) defineix localment una funcié
implicita z = g(x,y) en el punt (1,1,1).

(b) Determineu els valors de « per als quals el gradient grad g(1,1) és nul.
(c) Per a a # 0, calculeu la férmula de Taylor de 1r grau de la funcié g(z,y) al (1,1).
(d) Si«a # 0, digueu per a quins valors de « existeix el segiient limit i calculeu-lo:

o I@y) —l+az—y

LD /(z —1)2 + (y — 1)

Resolucié: Definim f(z,y, z) = 322 — 2¢° — az?y® + azyz — 1.

(a) Verifiquem les hipotesis del teorema de la funcié implicita (TFI):
f1,1,1)=3-2—a+a—-1=0
of

5(1, 1,1) = (—2a29® + azy)(1,1,1) = —a # 0, si a # 0

f és COO(R3), aleshores:
e si a0, el TFI ens diu que 3U C R?entorn de (LL1)idVCRentornde 1idg: U —V,
([E, y) — g(x,y) tal que

i. g és C(U).

i g(1,1) =1

iii. V(z,y) €U,

f(a,y, g(a,9)) = 32° = 2¢y° — ag?(z,y)y* + azyg(e,y) — 1 =0 (+)

e si @ = 0, no es pot aplicar el TFI, pero examinant

f(:B,y,Z) = 31’2 - 2y3 -1 (**)

veiem que f = 0 no defineix cap funcié z = g(x,y) ja que z no apareix a ’equaci6 (k).

(b) Calculem les derivades parcials de g(z,y) derivant implicitament ()

8% : 6z — 2049(96,3/)%(9673/)y2 +ag(z,y) + w%(w,y) =0
substituint z =y = 1 i usant que g(1,1) = 1 obtenim
dg 0g a+6
— a2l 1,1) = 990,1) =
6+a aax(’ ) 0:>(9x(7) a

dg dg
S 6 — 2 2_ 2 9 _
9y 6y ag(z,y) dy (z,9)y" — ag”(x,y)2y + axg(x,y) + s (z,y)

substituint x = y = 1 i usant que ¢g(1,1) = 1 obtenim

0 6
1,1 = -2
oy o
6 6
Per tan, grad ¢g(1,1) = <a+ ,_a—i— > = O[_'_6(1,—1)
o' o' «



Si a = —6, grad ¢g(1,1) = (0,0).
(¢) La férmula de Taylor de g al (1,1) és

Jg Jg
1.1) = 1.1 —(1,1 —1 —(1,1 —1 =
g(a ) g( > )+8J}(’ )(x )+8y( ’ )(y )+R2(x7y)
a+6 a+6
= 1+ (x—1)— (y— 1) + Ra(z,y)
(d) Usem que lim fia(2.y) = 0. Per tant:
0D V@17 + (y— 17
a+6 a+6
lim g(x,y)—l—i—:c—y _ 1m1+ a (x—l)— (y—l)—l—i—x—y:
0D V-2 (12 D N(CESVEEN TEE
(fentu=z—-1liv=y-—1),
a+6 a+6
1+a+6u—a+60—1+u—|—1—(v+1) ( o +1>U—( o +1>v
= lim et @ = lim =
(0,0) Vu? +v? (0,0) Vu? + 02

i (a—|—6+1> U — v <a+6+1>1, uU—0
= lim = im ———
00\ « VuZ 4 v? a 0,0) VuZ 4 v?
Si a = —3, el limit val 0.

. . . u—-v C e . . . .
Si a # —3, tenim lim ———— no existeix, ja que si fem limits direccionals v = mu

(0,0) Vu2 + v?
. 1-m
lim =
U — mu u—0%F 14+ m?2
lim — = cada semirecta té un limit diferent.
u—0 \/uZ + m2u2 ) 1—m
im = ————
u—0~ V1+m?

1
(a) Donat n € N, useu el teorema del valor mig aplicat a la funcié f(x) = —, a [n, n + 1] per provar
x

1 < 1 1 < 1
we ———— < — — .
d (n+ 1)2 n n+1 n2
1 1 1
(b) Donada la successié6 Ay = = + 2 4ot 3
1
i. Proveu que Ay —1<1— - < Ap.

ii. Proveu que Ay és creixent i fitada superiorment.

iii. Proveu que Ay és convergent i que, posant A = lim Ay, es verifica que 1 < A < 2.

Resolucié:

1
(a) El teorema del valor mig aplicat a f(z) = —sia <b
x

és a dir,
1 1 1
b o a2t
Siprenem b=n+11ia=n tenim:
1 1
e He i R n<c<n+l. (%)



3.

D’altra banda, si n < ¢ < n + 1, aleshores

1 < 1 - 1
n? c? (n+1)2°

Per tant, de (*), tenim

1 1 1 1

e e ——
n2 n+l n (n+1)2

o0, el que és el mateix:

(b) .

ii.

iii.

1 < 1 1 < 1
m+1)2 "n n+1 n2
Siusem (a) peran=1,2,..., N, tenim
! < 1 L <
22 2 12
1 < 1 1 <
32 2 3 22
< L L <
42 3 4 32
1 < 1 1 < 1
(N +1)2 N N+1 N2
Sumant aquestes desigualtats tenim:
! + + ! <1 L < ! + + !
22 (N +1)2 N+1 12 N2
és a dir,
A —-1<1- A
N4+1 < N1 < AN (**)
com volem veure.
1
Com Ayt = An + m > Ay, és estrictament creixent. Per una altra banda, de (**)

tenim, usant la primera desigualtat:

AN+1<2— <2:>AN+1<2, VN

1
N+1
Llavors Ay és fitada superiorment per 2.
Essent Ay creixent i fitada superiorment sabem que té limit. Diem A = lim Apy. D’altra

N—oo

banda (xx) diu que

AN+1—1<1—

<A

N+1 >N

i, usant el fet que els limits preserven les desigualtats:
A-1<1<A.

Per tant, 1 < Ai A <2, tal com voliem veure.

(6 punts)

(a) Donada una funcié f: R — R de classe C°, proveu que Vz € R:

flet+h) = flz) = f'@)h _ (=)
h? 2

limp o



(b) Donada f: R — R, de classe C* i que verifica ¥ (z,y) € R*:

[f(@) = fly) = F ()@ —y)| < |z —yl*.

i. Proveu que, Vz € R, f”(z) = 0.
ii. Vegeu que f(z) és una recta (f(z) = ax + b, per a alguns a,b € R.)

Resolucié:

(a) Per fer el limit, que és indeterminat, usarem la regla de 'Hopital varies vegades:

_ £
%in}) fle+h) igx) f'(z)h = g ja que f és continua
Apliquem Hoépital
/ B) — f
= hin% fle+ 2)h (@) = g ja que f’ és continua

Apliquem Hopital
" "
P ) )

. 1z 3
a que és continua
oo 2 o Jaauef

(b) i. De lapartat anterior sabem que Vx:

@) S h) = f@) — f@)h

2 h—0 h2

Per calcular aquest limit usem que

|[f(@+h) = f(z) = f(x)h] < [A

per tant,
‘f(éUJrh) — f(z) —f’(fﬂ)h‘ <l
n2
i, llavors
h) — f(z) — f'(x)h
0 < lim | L&) fégg) [z) 'g lim |h| = 0.
h—0 h h—0
Aix0 ens diu que
_ _ !
L1 =)= £
h—0 h?
i per tant
_ o "
i JEH D = I@ =R @
h—0 h2 2
ii. Com f és C°, tenim que f”(x) és C* iideénticament nul-la = f’(x) = a per a certa constant
a€R.

Si considerem ara la funcié g(x) = f(z) —ax tenim que ¢'(z) = f'(z) —a = 0, és idénticament
nul-la = g(x) = b per a certa constant b € R = f(x) = g(x) + ax = b + ax per a certes
constants a,b € R.



