
Càlcul Infinitesimal/Càlcul I Codi: 21702/21762 A
Temps: 1 hora Test 29 d’Octubre de 2007

1. Donada la successió definida recurrentment per x0 =
1

2
i xn+1 = 3 · 2n · x2

n, si n ≥ 0, demostreu per inducció que

xn =
1

6
· 2−n · 32n

, per a tot n ≥ 0.

Resolució:

• Cas n = 0: x0 =
1

6
· 2−0 · 320

=
1

6
· 1 · 31 =

1

2
.

• Suposem xn =
1

6
· 2−n · 32n

i volem veure xn+1 =
1

6
· 2−(n+1) · 32n+1

xn+1 = 3 · 2n · x2
n = 3 · 2n

[

1

6
· 2−n · 32n

]2

= 3 · 2n · 1

62
2−2n · 32n+1

=
1

6
· 2−1 · 2−n · 32n+1

=
1

6
· 2−(n+1) · 32n+1

.

2. Sigui h(x) =
x2 + 1

x2 − 1
, definida per a x > 1, i f(u, v) =

v2(u − v2)

u · v2 − 1
. Calculeu F (x) = f(h(x), h−1(x)) i trobeu el seu

domini.

Resolució:

• y = h(x) ⇔ y =
x2 + 1

x2 − 1
⇔ y(x2 − 1) = x2 + 1 ⇒ x2 =

y + 1

y − 1
⇔ x =

√

y + 1

y − 1
(Observeu que volem x > 1).

Aix́ı, h−1(x) =

√

x + 1

x − 1
definida si x > 1.

• h(x) · (h−1(x))2 − 1 =
x2 + 1

x2 − 1
· x + 1

x − 1
− 1 =

(x2 + 1)

(x − 1)2
− 1 =

(x2 + 1) − (x − 1)2

(x − 1)2
=

2x

(x − 1)2
6= 0 si x > 1.

• [h−1(x)]2(h(x) − (h−1(x))2) =
x + 1

x − 1

(

x2 + 1

x2 − 1
− x + 1

x − 1

)

=
(x2 + 1) − (x + 1)2

(x − 1)2
= − 2x

(x − 1)2
.

• F (x) =

− 2x

(x − 1)2

2x

(2x − 1)2

= −1 ben definit si x > 1.
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3. Identifiqueu el conjunt A = {x ∈ R : |2x − |1 − 2x|| ≤ 1} i digueu si és obert o tancat.

Resolució: f(x) =
∣

∣2x − |1 − 2x|
∣

∣ =















|2x − (1 − 2x)| si x ≤ 1

2

|2x − (2x − 1)| si x ≥ 1

2















=















|4x − 1| si x ≤ 1

2

1 si x ≥ 1

2















=

=



































1 − 4x si x ≤ 1

4

4x − 1 si
1

4
≤ x ≤ 1

2

1 si x ≥ 1

2



































1

1

4

1

2

-

6

A = {x ∈ R : f(x) ≤ 1} = [0, +∞) conjunt tancat!

4. Sigui f(x) =
√

x2 − 5x + x. Trobeu el seu domini i les seves aśımptotes a ± ∞. Useu aquesta informació per fer un
croquis aproximat de la seva gràfica. (No heu de calcular derivades de f(x)).

Resolució:

• Df = {x ∈ R : x2 − 5x ≥ 0} = {x ∈ R : x(x − 5) ≥ 0} = (−∞, 0] ∪ [5,+∞]

• A +∞: y = 2x − 5

2

m = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

√

1 − 5

x
+ 1 = 2

b = lim
x→+∞

(f(x) − mx) = lim
x→+∞

(
√

x2 − 5x − x) = lim
x→+∞

−5x√
x2 − 5x + x

= −5

2

• A −∞: y =
5

2

m = lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

−
√

1 − 5

x
+ 1 = 0

b = lim
x→−∞

(f(x) − mx) = lim
x→−∞

(
√

x2 − 5x + x) = lim
x→−∞

−5x√
x2 − 5x − x

=
5

2

-

6
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y = 2x −

5

2


