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2. Funcions d’una variable
1. a)le,4oo[. Db) [l,400[. ¢)]—00,1]U[2,+00[. d) [-2,400].
Vn<zxz<yn+l1

—vVn+l<z<—yn

Ae

2. a) B(2?) =n,si

. Je .
. e -
— e .
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—VEV3V2 AL T V2 VBV

b) E(yx)=n,si n? <z < (n+1)%; el domini és [0, oo].

3}4 3/2
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Per fer aquest problema, és convenient tenir present les grafiques de sinx i sinl/x

o]

:
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(a) A partir de 'anterior, perd amb extrems relatius sobre +ux,
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(b) Idem, amb extrems relatius sobre +x?:

~N
w111

-0,09

(c) Idem de I’anterior, amb extrems relatius sobre 3z2

-0,3 ;
0, 02]
0, 04]
-0, 067
(d) Idem, amb extrems relatius sobre +3x i +x:
0, 41
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5. a) lim zxsin— = 0.
x—0 X
o] -
b) lim sin — no existeix.
z—0 X
, x C .
¢) lim — no existeix.
T
d) lim 75 = +oo
e) lim(sinz)E(z) =0.
z—0
e3T 5
6. a) f'(x)= cotan Varctan e®.
) f'(a) (1 + eb%) ¥/ (arctan e3%)?
b) Notem que f(z)=ed=n"32)In10 [lavors f/(z)=—10"50"3212(In 10) cos 3z - sin® 3z
1 2ax +b
7.4 ) =e In(az?+bz+c)
) (@) 2y/In(ax? + bz + ¢) ax? + bz + ¢
b) f(z) = (2%)* = e#2” = 2"z, p/(g) = " MT(9p1n g 4 z) = (%) (2zIna + ).
8 V10
. arccos — .
10
9. Defini = 2arct i .
efinim f(x) arctan x + arcsin T 22
(a) x> 1; f'(x) =0. Per tant, f és constant en [1,00[. Prenem un valor qualsevol a [1, 00/,
per exemple, f(1) =2arctan1+ arcsinl = 2% + g =m. Aixi, f(z) =m, Yz € [1,00].
(b) A [0,1] no és constant, f(0) = 2arctan0 + arcsin0 = 0, f(1) = m. Si es calcula f'(z) es
comprova que f'(x) #0, z € [0,1].
10. 2z =7/6 és un maxim relatiu. x = —m/6 és un minim relatiu.
r = —m/2 és un maxim absolut. 2 = 7/2 és un minim absolut.
11. L’nic extrem relatiu és ib €]0,1[, que és minim. Per altra banda, f és decreixent a
}O, e {, i creixent a ] L, 1 [ Per tant, z = és minim absolut.
a+b a+b a
12. f(z)=alnz +b2x® + 2 téextremsen 2 =11 z =2, si:
ff(y=a+20+1=0
f’(2)=g+4b+1=0 —a=-2/3 b=-1/6
i, per a aquests valors, x = 1 és minim relatiu i z = 2 és maxim relatiu.
v? v
13. /=184v+ 3—2; numero de cotxes en una hora: n = 18T 0+ (02/32) ; el maxim d’aquesta
funcié és v = 24.
VE_
14. K= (V/5-2)e E , que és el valor maxim de la funcié f(x) = e %(x — x?).
15.

a) limsinzlnz = 0.
0+
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16.

17.

18.

b) lim ze® " no existeix ja que lim ze® =400 i lim ze® = = —oo.
z—0 z—01 z—0~
1 1
a) f(z) = V2t — 23. L’asimptota a —oo és y = —x + 1 ia +tooésy=uo— 1
.’173
b) f(z) = m Té una asimptota vertical a « = —1. L’asimptota a +oo és y = x — 2.
x

¢) f(z) =z + va?—1. L’asimptota a +00 és y =2z ia —oo és y = 0 (horitzontal).
d) f(z)=+/z(x+4). L’asimptota a +00 és y=a+2ia —o0 és y = —x — 2.

En els seglients exercicis, estudieu i representeu el grafic de les funcions

- Domini: | — oo, —2]UJ0, +00].
- f(-2)=0
1/x
N e ( 1) )
. T)=———=x|x—— | sl z#-2.
@) = s (v 7)) s #
lim f'(z) = —o0.
T—2~
. Candidats a extrems: z = —2 i . = /2.
- Creixement: | — oo, —2] decreixent; ]0, v/2[ decreixent; ]v/2, +oc[ creixent.
- Asimptotes: x = 0 asimptota vertical; y = —x — 2 asimptota a —oco i y = x + 2 asimptota
a +00.

Conclusio: Sense calculs, es veu que hi ha un punt d’inflexié a I'esquerra de x = —2.
- Domini: R.
- f(2)=0, f(0) =0.
4x — 322
N .
- fl(x) = PV T TaT o) six#0,2.

lim f'(z) = —oo, lim f/(z)=—-00i lim f'(z)= +oo.

T—2 z—0— z—0t
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- Candidats a extrems: z =01z =4/3.
- Creixement: | — 0o, 0] decreixent; [0,4/3] creixent; [4/3,+oo[ decreixent.

- Asimptotes: y = —z + (2/3) asimptota a +oo0 i —o0.

2/3 - 4/3
19. . Domini: R.
- f ésparell: f(—z)= f(z).
-2z 1
C )= six#£0.
f(z) |z| 14 22 ste s
lim f(z)=2i lim f'(z)=-2.
Jip F =21 Jig @)
- Candidats a extrems: xz = 0.
- Creixement: | — 0o, 0] creixent; [0, +o0o[ decreixent.
- Asimptotes: y = —7/2 asimptota (horitzontal) a +o00 i —o0.
/2

//\

y=—m/2

20. - Domini: ]0,+o0].

h’n% f(z) = 1/2, és continua en =z = 1; h’r% f(z) = 0, té una discontinuitat evitable en
r— T—s
x = 0, per tant, per dibuixar-la podem considerar f(0) = 0.

1 1+ 22

 f(x) = - Inz si 1.
f(x) PR S PR nz si x#0,

lim f'(z) = 40 i h’m1 f'(z) =0.

z—0t

- Candidats a extrems: x =1 i cal provar que f’(x) # 0, per a tot x.
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21.

2_ 1 2_1
Idea de la prova: f'(z) =0< Inz— i2 s 0. Considerem la funcié ¢(z) = Inx— i2 1
i calculem ¢/ () (x2_1)2>0 tot = > 0; alesh () és estrict t creixent
icalculem ¢'(2) = ~5——5— er a tot x > 0; aleshores p(z) és estrictament creixen

i s’anul.la en z =1 i, per tant, no té cap més zero.

- Creixement: ]0,1] creixent; [1,+oo[ decreixent

- Asimptotes: y = 0 asimptota (horitzontal) a +oc.

1/2 ¢ - ----—----- =

|
Py

— e - - - - - -

possible punt d’inflexié

- Domini: |0, 1[U]1, +o0].

_lnx—l

f/(x)—(hT)g-

- Candidats a extrems: = =e
- Creixement: ]0,1[ decreixent; |1, e[ decreixent; |e, +o0o[ creixent.

- Asimptotes: x = 1 asimptota vertical.

If = 0.
lim_f(z)

_ 2—Inx
~ z(Inz)3’

2

1 (x) per tant, = ¢* és un punt d’inflexid.
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22.

23.

- Domini: R, h’n}) f(z) =0, és continua en = = 0.
€Tr—

. Es senar: f(—z) = —f().

- f(z) = e VA <52 + 1) six#0.

lim f'(z) = 0.

z—0

- Candidats a extrems: cap.

- Creixement: és sempre creixent.

- Asimptotes: y = x és asimptota a +oo0 i a —o0.

a)-

2/@ ®------- ;/f:f

4 — 222
x5

on f"(z) = e/ < ) , & #0; x = +/2 sén punts d’inflexié.

Domini: R, f(z) = (22)* = e*%* 2 £0, f(0) = 1.

- fl(z) = (2®)*(2+ Inz?), z £ 0.

lim f'(z) = —oo0.

r—0

- Candidats a extrems: = = +1/e.

- () = (2H)* ((2+Inx)? + (2/2)), * = —1/e maxim relatiu; z = 1/e minim relatiu.
il’i% f(z) = 1. Per tant, f és continua en x =0.
- Creixement: | — oo, —1/e| creixent; | — 1/e,0] decreixent; [0,1/e] decreixent; [1/e,o0]
creixent.
xli%l* f"(z) = —oo; xli%i f"(z) = +oo. Per tant, f és concava a I'esquerra de 0 i connexa

c) -

a la dreta; i = 0 és un punt d’inflexié.

Asimptotes: y = 0 és asimptota (horitzontal) a —oco.
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—1/e 1/e

24. -
25. - Domini: | — oo, 1{U]1, +00[

lim f(z)=0; h’nanr f(z) = 4o0.

z—1-
x—2
flz)=er/e=D_Z g £1.
z—1
- Candidats a extrems: x =2, z =1.
- Creixement: | — oo, 1] creixent; ]1,2] decreixent; [2,+oo[ creixent.
- Asimptotes: = = 1 és asimptota vertical (per la dreta); y = ex és asimptota a 400 i a

—0Q.

\)

26. -
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3. L’espai r"”

1. —
2. A éstancat, no obert; B no és obert ni tancat; C' no és obert ni tancat; D és tancat, no obert.
3. a) A— C no és tancat,

Fr(A-C)={(z,y) : 22 +32=1}U{(z,y) : 2> +¢y* =2, 2<1}U{(l,y) : -1 <y<1}.

b) A — B és obert.

c) A no és compacte perqué és acotat perd no és tancat; C = CUFr C = {(z,y) : 1 <
z < v/2} no és compacte perque no és acotat. Conté totes les rectes verticals z = ¢ amb
1<c<V2.

d) C'— A noéstancat, Fr(C—A) = {(1,y) : y>1}U{(1,y) : y < -13}U{(vV2,9)}U{(z,y) :
w2 +y? =2,1<x<+2}.

4. a) (x—1)2+y?>1 és l'exterior de la circumferéncia. No és acotat.

b) (z—1)%2 +¢? <1 és l'interior de la circumferéncia. Es acotat.
c) (x—1)2—y%>1. No és acotat.
d) (x—1)?2 —y% < 1. No és acotat.

5. {(z,y) : 22 +y? <z, 22 —y? > y} és tancat i és acotat perque estd contingut en {(z,y) :
22 +y? <z}, que és una circumferéncia centrada a (1/2,0) i de radi 1/2.
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{(z,y), 22 +2%% = 22, 0 <y < 4, 2 < 2}; com 2%(xz + ¢y?) = 22, tenim = + 9% > 0 =
x> —y? > —42% per tant, —16 < x <2, 0 <y < 4; aleshores 22 = 23 + 22y? < 23 + 2242 =72
ipertant, —16 <x <2, 0<y <4;llavors —v/72 < z < /72 és un conjunt acotat.



