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Continuitat i Iimits de funcions

6. Continuitat i1 limits de funcions

1. El punt que pot presentar problemes és © = 0. Perque f sigui continua cal que 11'1r0n+ flx) =
€Tr—

lim f(@) = £(0)

11/1'11+ f(il:) =q
x—0 . . . X _ 3 i
lim f(z) =exp(0)=1 (’ per tant si prenem f(a) =11 a=1, f és continua.
z—0—
2. e x=m/2:
lim f(z)= lim cosz =0
o " —+A+B=0
lim f(z) = lim Asintr+B=A+B =0.
Iﬂgf x;,g*
o r=—7/2

lim f(z)= lim Asinct+B=-A+B

=g =g A+ B =2
lim f(z)= lim —2sinz=0 -
x——2" =5
Per tant, cal que es compleixi A = -1, B=1.
3. lim —— =0= f(0) — f és continua en 0.
2—0 In |z|
, 1
lim =400
z—+1+ In |z
. f noés continuanien x =1 nien z = —1.
lim =—
z—+1- In|z|
1 o
4. lm _ 0 s% k e,:s parell
a—(m/2)+kr 1 + 2tanz 1 si k és imparell
7
, +00 si k és parell
lim tanx = C -
x—(7/2)+km —00 si k és imparell
lim  f(z) = f((x/2) + km) si k és parell, f continua. Pero f té discontinuitats en
x—(m/2)+kn
x = (m/2) + km per a k imparell, és a dir en els z = 37/2 + 27k, k € Z.
1 z—1 1 z—3
5. — =l = |V 0.01. Si -3 é 1] = 4—3| =
’f@) 4‘ ‘2(1‘4—1) 4’ 4(m+1)’< =3l <9, letll=let+d-3
-3 4]
|t —3+4+4| >4 — |z — 3| >4—4. Per tant, 4(24_1)‘ < =0 Perque aixo sigui € = 0.01:
4] .
———— =g <= § =16 — 40e; 6 +0.046 = 0.167 — § = —— ~ 0.1538.
sa—35) ° €208 0t 1.04
2 -1 22 —1-2%-3 4 4
6. —1l|l=|—-1|= = < — < e&.
@) ==\ 2243 22+3 . T MZ4+3°=°

six>M

4—-3 4 4
d=eM?43e; M2=2"F 203 =4/ s,
3 3 3
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8.

9.

10. f(z)=2; VzeR, g(x)—{

11.

i) Dues maneres:

1. 3f L talque (ftof)(@)=(fof H(x)=x,VzeR

2. Exhaustiva:

0 si =0
[ z)={ 1/z si xeQ)\{0}
x si zeR\Q

VyeR, dJz € R, tal que y = f(x)?

e yc R—Q — prenent z =y, f(x) =

e yc Q—{0} — prenent x_i, flx) =

TRV

e y=0 — prenent z =0, f(0)=0=y.
Es doncs, exhaustiva.

Injectiva:  f(

Si flz)=f(y)={ obé z,yeQ—{0}= f(z)=

z)=fly) =>z=y7

Per tant, és injectiva.

obé z=y=0

obé z,yeR-Q= f(x)=

ii) f esta definida de dues maneres diferents; sobre els conjunts Q — {0} i R — Q. Només
podra ser continua en els punts on els limits sobre els conjunts coincideixin

1 1
Im—-=lmae&e -=a<a==+1.

T—a T—a a

f només és continua en +1 1 —1.

Sigui g € R qualsevol.
flxn) =xn - f(1) = xo- f(1) = f(zo). Per tant, f és continua en .

(x—y)220<:>:11y_

Sigui A1 = {z € R| (z,a9,...
|f(l’,(12,...

sempre que ||(z,az, ...

Sigui (a:n) una successié qualsevol tal que (x,) — xz¢. Llavors

<

. D’on

V lzy

2/3
| Yxy — 0] = {/]zy <\/ x2+y2) .

Per tant, prenent § = /23, resulta:

I(.9) = 0.0)] <5 = (z.9) = [0.0) < 5= <m)/ R

continuaen r = aj .

aan)_

\3/§

2 si x#£F2 _ , _ , _
3 & g9 h{nfo, hénng, h{n(gof)f37é2.
,an) € A}; f continuaen a = V >0, 35 > 0, tal que
,an)—f(al,ag,...,amﬂ:]g(x)—g(a1)|<6,

(a1,a2,...,a,)|| = |x —a1| <, x € Ay, fet que implica que g és
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12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

24.

%%f(x) =b=Ve>0, 30 >0, tal que ||f(z)] — |b]| < |f(z)—b| < &, sempre que ||z—al < 4§,
x € A, x# a. La qual cosa implica que %11)1(11|f(3:)| =1b]. Sib=01 ;%\f(x)\ =0=Ve>0,
35 > 0, tal que |f(x) — 0] = ||f(z)| — 0| < e, sempre que ||z —a| <0, z€ A, x#a. Laqual
cosa implica que lim f(z)=0.

Bolzano (per exemple, amb z1 =0, xg = 27).

Bolzano (per exemple, amb 1 =0, zo = 2).

*

Hi ha continuitat en JAr, do[, i lim f = +o0, lim f = —co. Idem en Az, As[.
Al Ay

Ve >0, 36 >0 tal quesi |1 —xz2| < d, lavors |f(z1)— f(z2)| < € per ser f continua. Com que
f(x1), f(x2) € Q i entre dos racionals sempre hi ha un no racional, ha de passar f(z1) = f(z2).

*

Ja que és continua, si mai f(z9) = xo llavors sempre f(z) >z (o f(x) < x). En el cas primer
f(f(z)) > f(z) > x, contrariament a allo que es diu. Idem si f(z) < x.

x>k

1 1
Sigui g(z) = f(z) — f (w + E) , definida en (0,1 — - i continua. Considerem ¢(0) = f(0) —

1) o ()= () (oo (50) =0 (55) st () 0 (57) >

1 2
0, llavors f(0) > f () > f () > .- > f(1), una contradiccié. Aixi, algun d’ells és negatiu
n n

i per Bolzano existeix a tal que g(a) = 0.

“ , . p * Lo
Es continua a R?, ja que ho sén totes les components. En R?" es veu per generacid, i en (0,0)
buscant en cada cas el limit i veient que coincideix amb la imatge.

Es continua a R2" \ {(x, Va2 — 1) Cox? > 1}, on sén continues totes les components. La
primera ho és a RQ*, i la segona a R?\ {(:U, Va2 — 1) }

Es continua a R?\ {(x,0) : = # 0}.

Només existeix en (0,0), ja que és I'iinic cas en que un factor esta acotat i 'altre tendeix a zero
(quan es busca el limit).

(a) Es continua a R? (en R2* per generacid, en (0,0) aplicant polars).
(b) Es continua a R2" (es veu per generacié). En (0,0) no ho és (es pot veure aplicant polars).

*

(a) Discontinua en la recta y = —z. Calculem els limits laterals sobre la recta x = k al punt
(k,—k) per a k € R:
lim f(k,y) = lim y=—k, perque z=Fk<]|yl|;
y——kt y——k

lim f(k,y) = lim k=~k, perque z==Fk> |y|.
y——k~ y——k
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b) Discontinua en el punt (0,0).
b
0|r sin 0
¢) Funcié continua. Veiem que el limit en (0,0) val zero: f(rcosf,rsinf) = m =
() q 7 ,
r
rcosf|sinf|;
|f(rcos@,rsinf)| =r|cosfsinf| < r%OO.
7T—
25.
2 _ .2 2
(a) lim lim —— = lfm = = lim 1 =1
z—0y—0 ¢ + y2 z—0 12 z—0
2 _ 2 2
lim lim = = lim —% = 1fm —1 = —1
y—0z—02° +y y—0 y y—0
2 _,2
Per tant, Alim %
00) % +y
o (zy)? ,
b) lim 1 = lim — =
(b) PPy (xy)? + (x — y)? 200 72 0
2
lm tim Yy O
y—02—0 (zy)?2 + (x —y)?2  v—0y
. (zy)* \
Pero, Alim perque
0.0) (zy)* + (z — y)?
4
i =1 =
ti o) = limy
4 2
, Y x YT x _
A = I e e g
. .1 , 0
(c) lim ( lim —sinzy ) = lim — = 0.
z—0 \y—0 I z—0 I
. .1 ;o
i (tiy sy =ty =0
1, 3 sin xy B
lim —sinzy = lim y =limy=0.
(00) 00)7 zy =0
, . N S| . R o
(d) lim ( lim(x 4+ y)sin —sin— | = lim ( 0 + 2 sin — lim sin — ] no existeix; igualment, no ex-
z—0 \y—0 €T Yy z—0 T y—O0 Y
isteix ]
lm 1 ol d
limmy :BI—>I%(:L‘ + y) sin —sin ;
<o 1] , . .11
Pero, lim(x + y) sin — sin — = 0, per lentrepa: |(z + y)sin —sin—| < |z +y| — 0.
0,0 vy r oy
26.

1
(a) No existeix: lim f(z,2) =0 i lim f(z,2z) = ——.
x—0 z—0 3
.1’4 + y4 4
b) lim ———5 =0, usant polars: |f(rcosf,rsinf)| = 72| cos* § + sin* 0] < 22 — 0.
(0,00 = +y r—0

(¢) No existeix lim z sin L
(0,0) Yy
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27. A={(z,y) eR? 22+ 9% —22 <0, ™ —sinx < y* + "} =
={(v,y) €R? (x —1)2+y2 <1, e —e® —y* —sinz <0} =
— C1(1,0) N {(2,9) € B f(z,y) < 0} =
= C1(1,0) N f~((—00,0]) C C1(1,0) C B;(0) = A acotat, on
Cy(a,0) = {(z — a)? + y* < 1} cercle de radi 1 i centre (1,0) i f(z,y) =™ —e® —y* —sinx.
A és tancat perque O1(1,0) és tancat i f~1((—oo,0]) és tancat, ja que f(z,y) = e —e” —y* —
sinx és continua = A és compacte. El B es fa igual.

28.

1 2 9 1 —
(a) A—{<$—§> +vy SZ}Q{ySQx}CBl(O)iAaCOtat :>Acompacte,

A tancat
3 29 iné
(b) f(z,y) continua: llir(l] fi(rcos@,rsinf) = 7!13% % =0
i =1= f(0,0).
i fo(@,y) £(0,0)

A compate
(©) f continua } = f(A) compacte.



