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11.

12.

13.

14.

Teoremes d’aproximacio

(a) T(¢,g) = 1.5391, |T(¢,9)—T(Z,g)| <0,084172. (b) |T(¢,9)—T(¢,g)| < 0.0245. Es menor.
La seva part entera és 0, ja que es troba entre 0 i 1.
*
%k
*
*o%

/
Va eR, Jxg €]a, b tal que F'(o) =a?

f(xo)

! d d
{;((;)) —a=0+< - (In(f(z)e ")) =0 = - (f(x)e ) =0.

Aixi, basta amb aplicar el teorema de Rolle a la funcié f(z)e™** a [a, b].

Sigui h(z) = f(z) — g(z). Aplicant el teorema de Bolzano a h’ i sabent que h’' és decreixent,
Jxo tal que h'(z9) =0. Si h té més de 2 zeros,el teorema de Rolle diu que, com a minim A’ té
més d’un zero. Pero

lim h(zx) = lim h(z) = —o0
T——00 T—~+00 =— h ha de tenir exactament 2 zeros.
h(1/2) >0

Ty(x) =7z — 1) —m(z — 1)%+ (7 — (73/6))(z — 1)3.

4+ 60 _—(63/2) | (62/3) | (62/6)
23 —1022+312—-30 -3 xz—2 x—5

C(21/2)  (31/3)  (13/6)
1= (2/3) 1—(x/2) 1—(x/5)




44 Calcul Infinitesimal I / Calcul I — 06/07
15.
f/(CE) 2z L= 9 (Z(—l)k($4)k + O((x4)n+1)> -9 Z(_l)k+1$4k+1 + O(x4n+5)
l+z k=0 k=0
T S E+1 'ttt 4n+6
F) = O[5 Od= T2 e o),
16. f(x)=arcsinz — f'(z) = ! = Zn: —1/2 (—22)* + O((z*)") —
Vi—z? [\ k
N~ (12 g 225 2n+3
f(a:)—;o( . )( e+ O
1 n
— ! _ _ k(,.2\k 2\n+1
f(z) = arctanz — fi(z) = ;73 —kz:%( DF(%)" + O((2")"") —
- 1)k @ O(g2n+3
) = YD gy + 0l
f(z) = arcsinh = — sinh f(z) =2 — f'(x)cosh f(x) =1 —
f(x) = L = L = L , 1 fer analeg al primer cas.
cosh f(z) \/1 tsinb? f(z) V1+a?
f(z) = arctanh x — tanh f(z) =z — f’(x)m =1—
1
! — h2 — frnd 1 f \1 1 .
f'(x) = cosh” f(x) I tnl? f(@)  1—a2 i fer analeg al segon cas
17.
(2]
_ 2 9 4
(a) cos(l —cosz) ~1— (1 —cosz)” ~1-— =1- 2 = el limit demanat és 1
2 2 8 8
2
2 2 1 2
(b) Incos Ry cos\/—a -1~ —= (\/ _a) =~ = el limit demanat és e~9.
8 T 2 T x
18. (a) 0. (b) 1. (c) 0. (d) A.
19.
2 . 1 —
(a) x 81'11(1/m) _ @ (wsin(1/2) —1-0=0 i Alim 2xsin(1/z) cos(l/x)‘
sin x sin 0 cos
.1 xz—sinz (1/y)—sin(l/y) 1—ysin(1/y) ) , 1—cosz
(b) canvi z = y x+sinz  (1/y) +sin(1/y) 1 +ysin(1/y) yjol i Alim 1+cosz’
20. (a) 4. (b) —1/2.
B _(r—1)° — (1 —)B —(1— 2
21. Canvi y:%; v ifg D x = 1-(-y) _1 (1= By +0W)) =0+0(y) — 5.
Y Y y—0
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22.
4 2
) f(z) =2x+ gx?’ + £x5 + O(z").
1 2
ii) §D5f(0) = £ — D°f(0) = 46. Busquem f~'(y) = Ag + Ayy + Asy® + Aszy® + O(y?) tal
' 1 1 1 1
-1 o .~ 3 -1 _ 3 r—1 _ =
aue U (f@) =2 Ay = —: =DHT0) =~ = DYI(0) = 1
x? 4 1
23. f(z)=xz— n + O(x*). Per trobar f~! fem el mateix que a (ii) del problema 22: A3 = =
1
D*f10) = <.

0 =4

. x3 1 5 23 2 cs o2
24. sinx = x — " + Rs; amb |R5| < §|:z:] ;) &= & =& — una soluci6 és xg = V15 — 3;

) !
|sinzg — 23| = |Rs| < maﬁg < 0.005.
25. *
1
F@\ IM1IH@+x+f$U
i) 63211’11%)(1—1—1‘4—) =02 T _—
xr— X
— 11%(1+x+ff)> 11— F(0) = 1fnb"?:o:>f(0):o.
ii) Sabent que tots els limits implicats existeixen, apliquem I’'Hopital
/
s iy L@ 1)
3:Mm1m(1+x+f@» = lim z___ 2? _
z—0 T x z—0 142z + f'(x)
1
L) - O+ 5110
= — 0 - 4.
1+ f7(0) /(0

26 .

(a) F(z)= f(z) —x és de classe C? (diferéncia de funcions de classe C?);
F(0) = f(0)-0=0,
F(l)=f(1)~1=1-1=0.
Aplicant el lema de Rolle 3o € (0,1) tal que F'(«a) = f'(a) — 1 =0, aleshores f'(a) = 1.
(b) Aplicant el teorema del valor mig a f': f'(a) — f'(0) = f"(n)(aw — 0) amb n € (0,a).
Aleshores, f"(n) = f'la) = F'(0) _ 1= 1'0) <0,jaque f'(0) >11iae(0,1) (i per tant

a
és o > 0). Tenim llavors que f”(0) > 01 f”(n) <0 amb n € (0,a) C (0,1). Com que
f és de classe C?, f” és una funcié continua i aplicant el teorema de Bolzano a l'interval
[0,7], tenim que 30 < B <n (< a < 1), tal que f”(3) =0.

= f
= f

27. *
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wl—:_(? =(z+az®)(1—br? + 022 =325+ ) =2 — b3+ 0%2° — 032" + -+ az® — aba® +
x
ab’z’ — - =z 4 (a — b)x> —bla — b)z® +b*(a — b)z” + O(z") .
. z+a’
e R (a—b—l—%)x?’—l— {b(a—b)—i—é} x5 — {bQ(a—b)—i—%} 27+ O0(2")
lim = lim
z—0 P z—0 P

Si volem p € N el més gran possible caldra agafar a,b tals que:

a—b=-5 b1 311 ,ol_1 1 7
. _——— = — — —> = —_— = — a = _—_— = — — = = — —
1 3! 5! 50 20’ 31 20 6 60’
bla—b) =——
5!
1 1 1 1 1 1 11
1 Bla—-b+—=—[(—= - = — = — 0; alesh :
awors, b*(a —b) + o 400( 3!)+7! 5100 T 5040 ~ 50400 7 U dleshores
, x4+ a® nm 7
sing — ——— ——a' +0(z")
lim a+br” _ iy 50400 —0 ambpeN=p=6.
x—0 xP z—0 xP
28. *
1 1\]Y? 1/1 1 1
i (- 2)] e -3 ) o)
x x2 2 \x a2 2
1 A\ 1/x 1 1
\3/303—1—)\172—1—1—30[1—(—4-—)] —x{l—l——(——i——)%—()( )]
3z 3\z 23 3
1 1 A 1
\/xQ—w—i—l—\P’/x3+)\x2+1:x<[1——+0(—)}—[14———1—0( )D:
2z x 3z 2
1 A\ 1 1 1 A 1
=—z(-+=)-4+0(=-)]=—=|=+=]+0(—- 0 A= ——
x(2+3>x+ (z) (2+3)+ <m)x$w =
29, *
Desenvolupant f per Taylor fins a 1r ordre en = = a i escrivint el terme complementari de
Lagrange:

f(@) = fa) + f'(a)(z —a) + %f”(é)(ﬂﬁ —a)?, (%)
amb & entre z i a, ie., | —a| < |z —al,
() = f(@)(x — @) = f@) ~ fla) ~ 5 f"(€)(x — )

d’on prenent valors absoluts i aplicant la desigualtat triangular,

@) el = |f) - fla) ~ 5 ") — a)]
< J@1+ @]+ 31l — al <260+ 3Cole —al?.

1C
En particular, pera x = a + 2 60 la desigualtat de dalt queda
2

C
2 5j|f'<a>| < 4Cy,
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ie.,
/ CQ
|f'(a)] < 2C0,| Co 2y/CoCo,

que és el que es volia provar.

30.

(@) flz,y)=(x—-1+13+(y—-2+23+(z—-1+1)(y—2+2)*=
=134+7(x—-1)+16(y—2)+3(z—1)2+4(z - 1)(y —2) +7(y — 2)°+
+(r—a)’ +(z-1)(y—2°+(y—2)°+0([(x -1,y —2)|?)
1

(b) g(x,y>=1n<x+y>=1nz+1n( +2+921) _

2 o gt x"
={1In(1 —r— T (=)L =
{n( +x)==x 2+3 4+ +(-1) -

2+2

3

r—1 y—1 1/x—-1 y—1)2 1<:):—1 y—1>3 5
1. y—1 =

1 1 1 1
—(y—1—=(z =12 ==(z—-1)(y—1)— =(y —1)?
5w -1 —gl@-1)7"=2@-1F-1)-cy-1)"+
o= 1P L@ = 12— D4 <= Dy =1 + 52— D+ 00l ~ 1,y — )
ol g+’ Y g+’ Y 24V T
2 3
(©) h(,y,2) = ") = 1 ta(wty+2)+ 5 (az+y+z) + 5 @ty + 2P 400y, 2)) =
2 2 a3 3
—1—|—ax+ay+az+2:r +a:):y—|—axz+ y+ayz+2z +€3:+2 2y+
a3 a3 3 3 a3 3 3 5
+?l' z+€y +?y :L‘+?y z+€z +§z T+ 52 2y + alzyz 4+ 0(||(z, y, 2)[|*)

31. f(z,y) =a¥ = yv0* = =D n(+(+1))+In(1+(z—1)) —

(55_1)2 3
=1+ (z—1))exp <(y—1) <(w—1)— 5 T0((z—1) ))) =

— 0+ (@~ D)exp (9~ V(o= 1) = (o= 12 = D +0(@ ~ 1,y = D))

— (14 (- 1)) (1+<x—1><y— D)~ 5@ =12 =1+ 0|z~ 1,y D)

~~——
I

=l+@-D+E-D-1)+ %(fv— D*(y = 1) +0(ll(z = 1, y = DI°)

/ 1
(1’102 = £(1'1,102) ~ 14+ 0'1 + 0'1 - 002 + 50’12 -0'02 ~ 11021 ...
Un calcul més precis (amb 12 xifres decimals correctes) produeix:

11192 — 17102 098 823 713.
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32. %

D’una banda,
2 3
. +

= w+y+af@+y) +0(|(zyl)’ =z +y+a® +ay+0((z,y)*);

e”sin(z + y) € C*(R?) (desenvolupament de Taylor per generacié). D’aqui;

T g e — oy — 22 — 2 2
o CS0 ) =y =y 0l )l?) | @)l

0,0 (|| + [y1) ©00) |z y)lI* ([ +|yl)

I, 0)? 2?4y
= 1 Y 0.0).
Qe[+ W)~ 2+ + ey~ " @97 (00

)

jaque 0 <

33. *
In(z—1+e¥)=In(l4+(xz—1)+e?—1)=In(1+(z—1)+y+0(|(z -1, y)|)) =
=(@-1)+y+0(l(z -1,y
(Taylor per generacid), d’on
. In(z—1+€")—Az+y—1) (1-NE+y-1) 0= -1,yl)
lim = lim .
(0,0) (x —1)% + 92 (1,0) (x —1)%2 4 42 (=1, y)|

Aquest limit clarament val 0 quan A = 1. Si A # 1, considerem el limit direccional segons la
recta x = 1.

In(z —1+e¥) —ANaz4+y—1) y { 1—A, siy— o0t
=lim(l1 —\)—= = T _
—(1=X), siy—0".

lim
(1,0),{z=1} (x —1)2 o2 y—0 |y
Llavors, aquest limit direccional (i en conseqiiéncia el limit que estem estudiant) A quan A\ # 1.
Resumint:
In(z —14¢€¥%) — A -1
L=+ e) -~ Azty - 1)

(1,0) (x—1)2+2 =0<=A=1 (i Aquan A #1).

34. arctan(z? +y) € C*®(R?), i fent servir els criteris de generacio:

arctan(z? +y) = arctano(z? +y) = (exercici 8.17) =
2 3
+ 1
= 2y T 0@ 4 ) =y e o+ 0 ).
Aleshores,
2 2 3 3 A— 1) P
arctan(z” +y) —2° —y + Ay O(lI(z, »)I1*) 8) Y

im 3 5 = 3 + 3
(0,0) (% +4?) (@, )l Iz, )l

1 1
I llavors, clarament el limit és =0 si A = 3 Si\# 3 considerant el limit segons l’eix vertical
(i.e., segons = =0):

arctan(z? +y) — 22 —y + \y° arctany — y + Ay®

= lim

im
(0,0),{z=0} (22 + )3 y—0 ly[?
1 .
’ N ¢ 0@ A—=, siy—0T,
=lim (A= )3+ 3| = 1
y—0 3/ 1yl | — ()\ -3 siy— 0.
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1 1
Per tant, aquest limit A si A # g; i llavors A el limit excepte quan A = 3 i en aquest cas val
0, ie.:
2 a2 3
i arctan(z” +y) — x ‘ Y+ Ay _o 5= 1
(0,0) (x% + y2)3 3

iel limit A si /\;é%
35.
36.
37.
38.
39.

40.



