
Càlcul Infinitesimal/Càlcul I Codi: 21702/21762 A
Temps: 1 hora Test (10 punts) 11 de Juny de 2007

Nom i Cognoms:

1. Calculeu, segons els valors de a i b, el valor del ĺımit lim
x→0

(ex − 1 − x)a

(1 − cos x)b
.

Resposta: • Si a = b =⇒ L = 1.

• Si a > b =⇒ L = 0.

• Si a < b =⇒ L = +∞.

Resolució:
(ex − 1 − x)a

(1 − cos x)b
=

((x2/2) + R3(x))a

((x2/2) + R4(x))b
=

(

x2

2

)a−b
(1 + R1(x))a

(1 + R2(x))b
−→
x→0

L.

2. Calculeu totes les derivades d’ordre 3 a l’origen de la funció f(x, y) = ln(2x + y3 + cos y).

Resposta: Dxxxf(0, 0) = 16; Dxxyf(0, 0) = 0; Dxyyf(0, 0) = 2; Dyyyf(0, 0) = 6.

Resolució: f(x, y) = ln(1 + 2x − y2

2
+ y3 + R4(y)) = 2x − y2

2
+ y3 − 1

2

(

2x − y2

2

)2

+
1

3
(2x)3 + R4(x, y) =

2x − 2x2 − y2

2
+

8

3
x3 + xy2 + y3 + R4(x, y).

Aix́ı:
1

3!
Dxxxf(0, 0) =

8

3
;

3

3!
Dxxyf(0, 0) = 0;

3

3!
Dxyyf(0, 0) = 1;

1

3!
Dyyyf(0, 0) = 1.

3. Calculeu les derivades direccionals a l’origen de la funció f(x, y) = x
x2 − y2

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0); f(0, 0) = 0.

Resposta: u1(u
2
1 − u2

2).

Resolució: Sigui ~u = (u1, u2), ‖~u‖ = 1. Usem definició:

D~uf(0, 0) = lim
t→0

f((0, 0) + t~u) − f(0, 0)

t
= lim

t→0

u1(u
2
1 − u2

2)

u2
1 + u2

2

= u1(u
2
1 − u2

2).
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4. Calculeu el ĺımit lim
13 + 23 + · · · + n3

n3
− n

4
.

Resposta: 1/2.

Resolució: lim
13 + 23 + · · · + n3

n3
− n

4
= lim

413 + 423 + · · · + 4n3 − n4

4n3
. Apliquem Stolz:

lim
n→∞

4n3 − n4 + (n − 1)4

4n3 − 4(n − 1)3
=

4n3 − n4 + n4 − 4n3 +
(

4
2

)

n2 + · · ·
4n3 − 3n3 + 12n2 + · · · = lim

4 · 3
2

n2 + · · ·
12n2 + · · · =

1

2
.

5. Demostreu que l’equació (x2 + 1) cos z + x− eyz + 1 = 0 en un entorn de (0, 0, π/2) defineix la variable z com a funció
impĺıcita de (x, y); z = g(x, y) i calculeu la derivada direccional màxima de g a l’origen.

Resposta:

√
4 + π2

2
.

Resolució: • f(x, y, z) = (x2 + 1) cos z + x − eyz + 1.

• f ∈ C∞(R3); f(0, 0, (π/2)) = cos(π/2)−1+1 = 0;
∂f

∂z
= −(x2+1) sin z−yeyz i

∂f

∂z
(0, 0, (π/2)) = −1 6= 0 =⇒

podem aplicar el teorema de la funció impĺıcita i äıllar z = g(x, y) com a solució de l’equació f(x, y, z) = 0 verificant
g(0, 0) = π/2 i

(x2 + 1) cos g(x, y) + x − eyg(x,y) + 1 = 0

Derivem resp. x : 2x cos g(x, y) − (x2 + 1) sin(g(x, y))Dxg(x, y)+
+1 − yDxg(x, y)eyg(x,y) = 0

ր En (0, 0) : −Dxg(0, 0) + 1 = 0 =⇒ Dxg(0, 0) = 1

ց Derivem resp. y : −(x2 + 1) sin(g(x, y))Dyg(x, y)−
−eyg(x,y)(g(x, y) + yDyg(x, y)) = 0

En (0, 0) : −Dyg(0, 0) − π/2 = 0 =⇒ Dyg(0, 0) = −π/2.

.

La derivada màxima és ‖grad g(0, 0)‖ =

√

12 +
π2

4
=

√
4 + π2

2
.


