Calcul Infinitesimal T / Calcul Codi: 21702/21762 A
Temps: 1 hora 15 minuts 14 de Gener de 2005

TEST (10 punts)
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1. Calculeu lim 5 - 2"
(2n)~ (60 sin (x+y) (z+y)

1
Resposta: 3

1 ! 11 2 _ sin’ 13 1
Resolucié: lim —; — 5 =lim —— — — = lim % — lim (2 ﬁ ) _ 2
0,0 sin*(z+y) (z+y) z—0gin“z 2 2—0 22gin® 2 2—0 2 3

(e”" — 1) sin?(ax) 1

2. Quina condicié satisfan tots els a,b € R — {0} per tal que glgli% (cos?z — 1)In(1 1 ba?) =5

Resposta: b = —2a2.

ca s (eI2 —1)sin® ax . (2% + O4)(a®2® + Oy) . a’zt a? 1 5
Resolucié: 1 - =lim £ = —% — 2 pertant, b= —2a2.
esotucios 1% (cos?2z — 1) In(1 + bx?) Py (=22 4 O4)(b2% + O4) 220 — bzt p g P ¢

3. Calculeu totes les derivades d’ordre 9 a l'origen de la funcié f(z,y) = In(1 + 2%y).

99
Resposta: 2-6! = 1440 = 86—8f3 i totes les iguales pel teorema de Schwartz. La resta sén zero.
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Resolucié: Per Taylor, In(1 + z2y) = 2%y — 5 + =5 + Ryp. Per tant,
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4. Siguin fi, fo i f3 funcions reals de classe C tals que existeix a1, a2, a3 € R, a1 < as < as, tals que fi(a;) = fa(as) =
fa(as) =0. Sigui g = f1 - f2 - f3. Calculeu el ndimero minim de zeros de g’ en els seglients casos:

(a) (&3] 7é Qa, 75 a3z, (g 75 Q3. (b) a1 = (g, (X1 75 Q3. (C) ] = (g = Q3.

Resposta: (a) 2. (b) 1. (c¢) Cap.

Resolucié: En el cas (a) la funcié g té tres zeros diferents: ay, g, a3 i pel teorema de Rolle ¢’ tindra, com a minim,
un zero entre (aq,as) i un altre entre (ao, as).

En el cas (b) només podem aplicar el teorema de Rolle entre (as, a3) i podem assegurar que ¢’ té almenys un zero.
En el cas (¢), g té un sol zero i no té perque existir cap zero de ¢’.

5. Sigui 2 = 2(x,y) la funcié definida implicitament per 'equacié f(z,y,2) = z — 22 — y? + 223 = 0 en un entorn de
(0,0,0). Discutiu si z(z,y) té un extrem relatiu en (0,0).

Resposta: z(z,y) té un minim relatiu en (0, 0).
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Resolucié: Sabem que 2(0,0) = 0 i derivem z(z,y) — 2?2 — y* — z(z,y)a® = 0

82 : D.z(z,y) — 22 — Dyz(x,y)x — 2(x,y)32%> =0
x
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Fent © = y = 0 obtenim D,2(0,0) = Dy2(0,0) = 0, Dy;2(0,0) = 2, D;,2(0,0) = 0, Dy,2(0,0) =2; H = < (2) (2) >

Dyz(z,y) — 2y — Dyz(z,y)z® =0
Dywz(2,y) — 2 — Dypz(z,y)2® — Dyz(z,9)32% — Dyz(w,y)32% — 2(z,y)62 = 0
Dyyz(z,y) — 2 — Dyyz(z,y)x® =0

Dyu2(w,y) — Dyz2(z,y)2® — Dyz(z,y)32% =0

Per tant, (0,0) és un minim relatiu.
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6. Donada f : R —— R del classe C, tal que f(0) =21i f'(0) =5,i¢g: R?+— R, g(z,y) = 2cos(z + y) + sin(z + y),
calculeu D(f~1 0 g)(0,0).

Resposta: D(f~10g)(0,0) = (1 1).

55
Resolucié:
D(f™10g)(0,0) = Df*(9(0,0))Dg(0,0) = Df~'(2)Dg(0,0) = (Df(0))~"Dg(0,0) =
1 1
= m(f2 sin(x + y) + cos(z + y) — 2sin(x + y) + cos(z + y))(0,0) = 5(1, 1).
7. Calculeu l'error maxim que es comet en aproximar la funcié f(z,y) = xcosy en un punt (Z,7), del qual sabem

|z — 1] <0.1, |y — 0] < 0.1, pel seu valor en el punt (1,0).
Resposta: |f(Z,7) — 1] <0.21.
Resolucié: [f(z,9) — f(1,0)] = [f(Z,9) = 1| = [Daf(c1,c2)(T —1) + Dy f(cr, e2) (5 = 0)].

aa=o0z+(1-0)l
c2=0g+(1—0)0
PEEM Y o1 <ep <00 -

Aleshores, |f(Z,7) — 1] < |cosce||Z — 1| + |e1||sines| |y < 1-0.14+1.1-1-0.1 =0.21.

—-01<z-1<0.1 09<z<11

Sabem que { —-01<gy <01 ° és a dir, { —-01<y<0.1"’

, 0 €(0,1); i també sabem {

22 +y?ud =1

8. Donat el sistema 2% + 2u2z = 0

}, demostreu que en un entorn de (0,1,0,1) = (xg, Yo, 20, ug) defineix z,u com a

oh
funcions implicites de (z,y): z = g(x,y), v = h(z,y), icalculeu %(O, 1).

Oh
R ta: —(0,1) =0
esposta 8:5( 1)
N w2+ yPu® -1
Resolucié: f(z,y,z,u) = < xy® + 2u2z

G010 = |

)f&C%f@LQD:u—Lm=wﬂx

3z2?  3y?u? 10 3]
22 Auz (0,1,0,1) = 2 0 =—6#0.

Per tant, el teorema de la funcié implicita assegura que f = 0 defineix implicitament z = g(z,y), u = h(x,y) tals que
sén C*, ¢(0,1) = 0, h(0,1) = 1. Calculem la derivada:

0,1) = —(%)_1(0,1,0,1)(a(i{cy)>(o,1,o,1):—( g>_1<;§, ggzz>(o,1,o,1):
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