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Test (8 punts)

1. Useu el teorema del valor mig per provar que ln(x+1)− ln(x) <
1

x
si x > 0 i dedüıu-ne que la successió

an definida per a1 =
1

1
, a2 =

1

1
+

1

2
, . . . , an =

1

1
+ · · · +

1

n
, té lim

n

an = +∞.

Resolució: f(x) = ln x. Pel teorema del valor mig f(x + 1)− f(x) = f ′(c)(x + 1−x), on 0 < x < c <

x + 1. Si ara donem a x valors naturals x = 1, 2, . . . , n, obtenim: ln(2) − ln(1) <
1

1
, ln(3) − ln(2) <

1

2
,

. . . , ln(n + 1) − ln(n) <
1

n
; sumant les expressions: ln(n + 1) <

1

1
+

1

2
+ · · · +

1

n
= an i per tant,

lim
n

ln(n + 1) = +∞ =⇒ lim
n

an = +∞.

2. Sigui z(x, y) la funció definida impĺıcitament per l’equació sin z − cos z + x2 − y2 + 1 = 0 i z(0, 0) = 0.
Digueu si z(x, y) té un extrem relatiu en (0, 0) i si és aix́ı, classifiqueu-lo.

Resolució: Derivem impĺıcitament respecte x i y i fem x = y = 0:

cos xDxz + sin zDxz + 2x = 0
cos xDyz + sin zDyz − 2y = 0

}

Dxz(0, 0) = 0
Dyz(0, 0) = 0

}

Per tant z(x, y) té un candidat a extrem relatiu en (0, 0). Calculem ara les derivades segones:

− sin z(Dxz)2 + cos zDxxz + cos z(Dxz)2 + sin zDxxz + 2 = 0

− sin zDxzDyz + cos zDxyz + cos zDxzDyz + sin zDxyz = 0

− sin z(Dyz)2 + cos zDyyz + cos z(Dyz)2 + sin zDyyz − 2 = 0

En (0, 0) obtenim Dxx(0, 0) = 2; Dxyz(0, 0) = 0; Dyyz(0, 0) = −2. Aix́ı, Hz(0, 0) =

(

2 0
0 −2

)

té

valors propis 2 i −2 =⇒ Punt de sella.

3. Sigui g(x) =
ax + bx2

1 − cx
. Trobeu els valors de a, b, c,∈ R que fan que el polinomi de Taylor de grau 3 de

g(x) en x = 0 coincideixi amb el de f(x) = ln(1 + x).

Resolució: f(x) = ln(1 + x) = x −
x2

2
+

x3

3
+ · · ·

g(x) =
ax + bx2

1 − cx
= (ax + bx2)(1 + cx + c2x2 + · · · ) = ax + (ac + b)x2 + (ac2 + bc)x3 + · · ·

Cal: a = 1; ac + b = −
1

2
; ac2 + bc =

1

3
, d’on

c + b = −
1

2

c(b + c) =
1

3











=⇒ −
1

2
c =

1

3
⇒ c = −

2

3
; b = −

1

2
− c = −

1

2
+

2

3
=⇒ b =

1

6
.

4. Sigui f(x, y) = (1 + ln x + y2, ey) i g(x, y) = (f ◦ f)(x, y). Demostreu que existeix g−1 inversa local de
g verificant g−1(2, e) = (1, 0) i calculeu Dg−1(2, e).

Resolució: Df(x, y) =





1

x
2y

0 ey



; f(1, 0) = (1, 1); g(1, 1) = f(f(1, 1)) = f(1, 1) = (2, e)

Dg(1, 0) = D(f ◦ f)(1, 0) = Df(f(1, 0))Df(1, 0) = Df(1, 1)Df(1, 0) =

(

1 2
0 e

)(

1 0
0 1

)

=
(

1 2
0 e

)

detDg(1, 0) = e 6= 0 =⇒ ∃ g−1 inversa local de g definida entorn del punt g(1, 0) = (2, e).

Dg−1(2, e) = (Dg(1, 0))−1 =

(

1 2
0 e

)

=
1

e

(

e −2
0 1

)

=







1 −
2

e

0
1

e






.


