Calcul Infinitesimal T / Caleul T Codi: 21702 / 21762 A
Temps: 50 minuts 15 de gener de 2010

Test (8 punts)
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1. Useu el teorema del valor mig per provar que In(x+1) —In(z) < — si z > 0 i deduiu-ne que la successié
T
1 1 1

1
an definidapera; ==, aa ==+ —=,..., ap =~ +---+ —, té lima,, = +oo.
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Resolucié: f(z) = Inx. Pel teorema del valor mig f(x+1) — f(z) = f'(¢)(z+1—2),on0< x < ¢ <
x + 1. Si ara donem a x valors naturals x = 1,2,...,n, obtenim: In(2) —In(1) < T In(3) —In(2) < 2
.., In(n+1) —In(n) < l; sumant les expressions: In(n + 1) < % + % +---+ 1o ap i per tant,
liTanln(n +1) =400 = ligl an = +00. "

2. Sigui z(z,y) la funcié definida implicitament per I'equaci6 sinz —cosz + 22 — y> +1 =01 2(0,0) = 0.
Digueu si z(z,y) té un extrem relatiu en (0,0) i si és aixi, classifiqueu-lo.
Resolucié: Derivem implicitament respecte x i y i fem z =y = O:
coszD,z +sinzDyz 4+ 2z =0 } D,z(0,0) =0 }
cosxDyz +sinzDyz — 2y =0 Dyz(0,0) =0
Per tant z(z,y) té un candidat a extrem relatiu en (0,0). Calculem ara les derivades segones:
—sin 2(Dy2)? + cos 2Dy z + cos 2(Dyp2)? +sin2Dypz +2 =0
—sinzDgzDyz + cos 2Dzyz + cos zDyzDyz + sin zDgyz = 0
—sin 2(Dyz)? 4 cos 2Dyyz + cos z2(Dyz)? + sin zDyyz — 2 =0

En (0,0) obtenim Dyy(0,0) = 2; Dyyz(0,0) = 0; Dyyz(0,0) = —2. Aixi, H,(0,0) = ( g B ) 6

valors propis 21 —2 = Punt de sella.
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3. Sigui g(z) = 207
1—czx
g(x) en x = 0 coincideixi amb el de f(z) = In(1 + x).
2 3
Resolucié: f(z)=In(l+z)=x— % + % 4.

. Trobeu els valors de a, b, c, € R que fan que el polinomi de Taylor de grau 3 de

ax + bx?

T o = (ax + b2®)(1 + cx + *2® + ---) = ax + (ac + b)a? + (ac® + be)x® + - -

g(z) =

1 1
Cal: a=1;ac+b= —5 ac® + be = 3 d’on

1
ctb=—-5 1 N 2b 1 1+2 ) 1
C= ——. = - —C = —— —:} = —,
3’ 23
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4. Sigui f(z,y) = (1+Inz+y? e¥)ig(z,y) = (fo f)(z,y). Demostreu que existeix g~! inversa local de

g verificant g71(2,¢e) = (1,0) i calculeu Dg=1(2,e).

1
Resolucié: Df(z,y) = T 0 f(1,0) =(1,1); ¢(1,1) = f(f(1,1)) = f(1,1) = (2,e)
0

Dg(1,0) = D(f o f)(1,0) = Df(f(1,0)Df(1,0) = Df(1,1)Df(1,0) = (é 2)(3 ?) -

1 2
0 e
det Dg(1,0) = e # 0 = 3¢~ ! inversa local de g definida entorn del punt g(1,0) = (2,¢).
2
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