
C�al
ul In�nitesimal I / C�al
ul I Codi: 21702 / 21762 ATemps: 1 hora 16 de Gener de 2006TEST (10 punts)1. Sigui f : R �! R una fun
i�o C1(R), a 2 R. Sabem que si x < a, aleshores f(x) < 0. Per una altra banda f(a) = 0 if 0(a) > 0 i 8x > a, f 0(x) 6= 0. Digueu si s�on 
ertes les a�rma
ions seg�uents, justi�
ant la vostra resposta:(a) f(x) > 0, 8x > a. (b) 9 b 2 R, tal que f 0(b) < 0 i f(b) > 0. (
) f 0(x) no pot tenir 
ap zero a R.Resposta: (a) �es 
erta; (b) �es falsa i (
) no se sap.Resolu
i�o: Sabem que: x < a =) f(x) < 0 (1); f(a) = 0, f 0(a) > 0 (2); si x > a =) f 0(x) 6= 0 (3).(a) Com f 0 �es 
ont��nua, f 0(a) > 0 =) 9x0 > a, f(x0) > 0; si 9 y0 > a, f(y0) < 0, el teorema de Bolzano diu que9 z0 > a, f(z0) = 0, i pel teorema de Rolle, 
om f(a) = f(z0) = 0 =) 9 
 > a, f 0(
) = 0 
ontradi

i�o amb (3).(b) Si f(b) > 0, b > a perqu�e (1) ens diu que si b < a hauria de tenir f(b) < 0. Per�o sabem que si b > a i f 0(b) < 0,
om f 0(a) > 0, 9 
 > a, f 0(
) = 0 
ontradi

i�o amb (3).(
) No t�e perqu�e ser 
erta, ja que no sabem res a l'esquerra d'a.

2. Sigui f : R3 �! R veri�
ant que 8x 2 R3 i 8 t 2 R es veri�
a f(tx) = tf(x). Sigui x0 6= (0; 0; 0) i v = x0kx0k . AleshoresDvf(x0) val:(a) f(x0). (b) f(x0)kx0k . (
) kx0kf(x0).Resposta: Dvf(x0) = f(x0)kx0kResolu
i�o: f(tx) = tf(x); x0 6= (0; 0; 0); v = x0kx0kDvf(x : 0) = limt!0 f �x0 + t x0kv0k�� f(x0)t = limt!0 f ��1 + tkx0k�x0�� f(x0)t= limt!0 �1 + tkx0k� f(x0)� f(x0)t = limt!0 1 + tkx0k � 1t f(x0) = f(x0)kx0k



Codi: 21702 / 21762 A 16 de Gener de 20063. Doneu els valors (a; b; 
) per tal que la fun
i�o f(x; y; z) = ax2y� beyz+ 
xy2 sin z tingui en el punt (4; 0; 2) la derivadadire

ional m�axima segons la dire

i�o (0; 1; 0) i que aquesta derivada valgui 32.Resposta: a = 2, b = 0, 
 qualsevol.Resolu
i�o: (x0; y0; z0) = (4; 0; 2); v = (0; 1; 0); Dvf(4; 0; 2) = 32. Si v �es m�axima, v = grad f(4; 0; 2)kgrad f(4; 0; 2)k ; Dvf(4; 0; 2) =kgrad f(4; 0; 2)k = 32) grad f(4; 0; 2) = 32 � v.Cal
ulem grad f = (2axy + 
y2 sin z; ax2 � beyz + 
y2 sin z; bey + 
xy2 
os z);grad f(4; 0; 2) = (0; 16a� b2; b); (0; 16a� b2; b) = 32(0; 1; 0); b = 0; 16a� 2b = 32; a = 2; 
 qualsevol.
4. Sigui f : R2 �! R de�nida per f(x; t) = xH(g(x; t))� e�rtH(g(x; t)), on g(x; t) = lnx+ atpt , a 2 R i H : R �! R de
lasse C2, tal que limz!�1H(z) = 0 i limz!+1H(z) = 1. Cal
uleu limt!0+ f(x; t) en fun
i�o de x > 0 .Resposta: limt!0+ f(x; t) = x� 1, si x > 1; limt!0+ f(x; t) = 0, si x � 1.Resolu
i�o: g(x; t) = lnx+ atpt , a 2 R; H : R �! R; limz!�1H(z) = 0, limz!+1H(z) = 1.Notem que limt!0� g(x; t) = lnx+0 � % x>1 +1& x<1 �1 ; limt!0� g(1; t) = limt!0� apt = 0. Per tant,x > 1, lim f(x; t) = xH(+1)�H(+1) = x� 1x < 1, lim f(x; t) = x0� 0 = 0x = 1, lim f(1; t) = H(0)�H(0) = 0.
5. Sigui f 2 C1(�1; 1) tal que f(0) = 1 i (1 + x)f 0(x) = �f(x), 8x 2 (�1; 1). Cal
uleu f (100)(0).Resposta: f100 = 100!.Resolu
i�o: f(x) = a0 + a1x+ � � �; f 0 = a1 + 2a2x+ � � �; a0 = f(0) = 1;(1 + x)f 0(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x2 + � � �+ xa1 + 2a2x2 + 3a3x3 + � � �;�f(x) = �a0 � a1x � � �.Igualant graus: a1 = �a0; 2a2 + a1 = �a1; 2a2 = �2a1; a2 = �a1; 3a3 + 2a2 = �a2; 3a3 = �3a2; a3 = �a2;4a4 + 3a3 = �a3.a0 = 1, a2 = �1 � � �an = (�1)n; a100 = 1; f100 = 100!.


