
Càlcul Infinitesimal/Càlcul I Codi: 21702/21762 A
Temps: 1 hora Test 2 de Novembre de 2009

1. Sigui D el domini de definició en R2 de la funció f(x, y) = ln
(√

3 −
√

4 − x2 − y2

)

. Determineu D, dibuixeu-lo i

digueu quina és la seva frontera.

Resolució: Df = {(x, y) ∈ R2 : 4 − x2 − y2 ≥ 0 i
√

3 −
√

4 − x2 − y2 > 0} = {(x, y) ∈ R2 : 1 < x2 + y2 ≤ 4},
ja que

√
3 >

√

4 − x2 − y2 ⇐⇒ 3 > 4 − x2 − y2 ⇐⇒ x2 + y2 > 1.

Llavors Ḋ = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4}
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2. Sigui f(x) = 3
√

(x − 1)2(x + 2) definida ∀x ∈ R. Discutiu el signe de f(x) en funció de x, calculeu f ′(x) i digueu on
f ′(x) = 0 i on la pendent de f és infinita. Finalment, sabent que y = x és l’aśımptota obĺıqua de f(x) en ±∞, feu un
croquis aproximat de la seva gràfica.

Resolució:

• f(x) és zero ↔ x ∈ {1, −2}. Fora d’aquests punts el seu signe és el mateix que el de x + 2: f(x) > 0 si x > −2,
x 6= 1 i f(x) < 0 si x < −2.

• f ′(x) =
1

3
[(x − 1)2(x + 2)]−2/3{2(x − 1)(x + 2) + (x − 1)2} =

1

3
(x − 1)−4/3(x + 2)−2/3(x − 1){2(x + 2) + x − 1}

=
1

3
(x − 1)−1/3(x + 2)−2/33(x + 1) =

x + 1
3
√

(x − 1)(x + 2)2
.

Clarament lim
x→−2

f ′(x) = +∞; lim
x→1+

f ′(x) = +∞; lim
x→1−

f ′(x) = −∞ i f ′(x) = 0, si i només si, x = −1
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3. Donada la successió an =
n2 − 1

n2 + 1
, apliqueu la definició de ĺımit i doneu n0(ε) ∈ N tal que si n ≥ n0(ε), llavors

|an − 1| ≤ ε. Useu el valor del ĺımit de an per calcular lim
n

a1 + a2 + · · · + an

n
.

Resolució:

∣

∣

∣

∣

n2 − 1

n2 + 1
− 1

∣

∣

∣

∣

=
2

n2 + 1
≤ ε ⇐⇒ 2

ε
≤ n2 + 1 ⇐⇒ n ≥

√

2

ε
− 1, n0(ε) = E

(

√

2

ε
− 1

)

+ 1. En particular,

lim
n

an = 1. Llavors: lim
n

a1 + a2 + · · · + an

n
= lim

n

an

n − (n − 1)
= lim

n
a1 = 1, on hem usat Stolz ja que bn = n és

estrictament creixent i lim
n

bn = +∞.

4. Considereu la successió definida recurrentment per x1 = 1, xn+1 = 1 +
xn

1 + xn
, si n ≥ 1. Demostreu per inducció que

1 ≤ xn ≤ 2 i que xn és estrictament creixent. Té ĺımit xn? Quant val?

Resolució:

• És clar que 1 ≤ x1 ≤ 2. Llavors, si suposem que per a un cert n ≥ 1, tenim 1 ≤ xn ≤ 2, llavors xn+1 = 1+
xn

1 + xn

compleix 1 ≤ xn+1 ≤ 2 ja que 0 <
xn

1 + xn
< 1, en ésser 0 < xn.

• Si calculem x2 = 1 +
x1

1 + x1

= 1 +
1

2
=

3

2
llavors x2 > x1. Si suposem que per a un cert n ≥ 2 tenim xn > xn−1,

llavors volem veure que xn+1 > xn. En efecte: xn+1 > xn ⇐⇒ 1 +
xn

1 + xn
> 1 +

xn−1

1 + xn−1

⇐⇒ xn(1 + xn−1) >

xn−1(1 + xn) ⇐⇒ xn > xn−1 com voĺıem veure.

• Llavors com que xn és estrictament creixent i acotada ∃L = lim
n

xn verificant L = 1 +
L

1 + L
⇐⇒ L + L2 =

1 + L + L ⇐⇒ L2 − L − 1 = 0, d’on L =
1 ±

√
5

2
. Com que és clar que L > 0, llavors ha de ser L =

1 +
√

5

2
.


