Geometria de superficies.
Una aproximacio a la figura de Gauss’

Pere Pascual | Gainza

Facultat de Matematiques i Estadistica, UPC

14 de setembre de 2005

1 Aquest escrit correspon a la Lligd Inaugural del curs 2005/06 de la Facultat de
Matematiques i Esatdistica de la UPC, curs dedicat a Gauss, i sera publicat a la seva
pagina web, www- fme.upc.edu.



Geometria de superficies.
Una aproximacio a la figura de Gauss

Pere Pascud i Gainza

RESUM

Gauss va publicar I'any 1827 Disquisitiones generales circa superficies curvas,
obra que ha resultat fonamental en e desenvolupament de la geometria
diferencial a partir del segle XIX. La documentacio de la qual es disposa sobre la
genes i € desenvolupament de les idees d’ aquesta obra, ens permet, a més de
presentar els principals resultats que hi apareixen, fer una aproximacié alafigura
de Gauss, d seu estil matematic.

INTRODUCCIO

Enguany commemorem el 150e aniversari de la mort de Gauss, I’anomenat Princep de
les matematiques. L’ obra de Gauss és immensa i variada, com ho certifiquen els dotze
volums que la recullen publicats entre el 1863 i €l 1929. Abasta des de |la matematica
pura a la mateméatica aplicada o a la fisica, i impregna totes les matematiques del segle
XIX. La qualitat del seu treball i I’interés dels problemes que va tractar fan que els seus
resultats i les seves idees resultin essencials, encara avui, per a diverses parts de les
matematiques.

Amb motiu d’ aquesta efemeride, la Facultat de Matematiques i Estadistica de la UPC ha
decidit dedicar e curs 2005/06 a Gauss, cosa que ens dona una molt bona oportunitat
d apropar-nos alafigurai al’obra d’ aquest insigne cientific.

Seriatemerari tractar de resumir en uns quants minuts I’ obra de Gauss i fer justicia de la
varietat i profunditat dels seus resultats. De ben segur que a llarg del curs hi haura
ocasi6 de coneixer un o altre aspecte del seu treball. En aguesta conferencia em centraré
en una de les seves publicacions més importants, tant pel que fa as resultats que conté
com per la seva influencia en e desenvolupament posterior de les idees fonamentas de
la geometria diferencial: Disquisitiones generales circa superficies curvas. Abans, pero,
em mbla convenient fer una breu semblanca biografica de Gauss que ens permetra
emmarcar les Disquisitiones generales en la perspectiva global del seu treball.



APUNTSBIOGRAFICS

Algunes dades personals. Carl Friederich Gauss va néixer e 30 d'abril de 1777 a
Brunswick, Alemanya. A primer cop d ull podriem dir que la seva vida va ser molt
simple. Nascut en € si d’'una familia molt modesta, la seva precocitat académica
extraordinaria va comportar que el Duc de Brunswick li assegurés una assignacio amb
tant s0ls 14 anys d'edat, de la qual va gaudir fins als 30 anys, cosa que li va permetre
dedicar-se completament i exclusivament a la recerca durant aquest temps. L’any 1807
va assumir la direccié de I’ observatori de Gottingen, on va treballar fins a seu decés
I”any 1855, poc abans de complir els 78 anys.

Malgrat aguesta visié simplista, I’ época en la qual va viure va ser politicament moguda,
sorgida de la Revolucié Francesa i del domini napoleonic de la regid i culturament
sacsgjada pel moviment Sturm und Drang. La seva vida personal ve marcada per la
mort de la ®va primera dona Johanna i la llarga maldtia i mort de la segona, Minna,
aixi com les dificils relacions mantingudes amb alguns dels seus fills, que van suposar
gue emigressin als EEUU. Sembla, pero, que els diferents fets historics que van succeir
a llarg de la seva vida no € van distreure gaire de la seva principal ocupacio; la
dediceci6 alacienciai ales matematiques.

Els primers anys. Hi ha moltes anécdotes referents a la precocitat matematica del jove
Gauss, encara que €ls biografs assenyalen que bona part d’ aquestes anécdotes es basen
en els relats que fela el propi Gauss en els seus darrers anys de vida, cosa que dificulta
la seva comprovacio. Una de les més conegudes i contrastades és la del «descobriment»
de la suma d’una progressio aritmética: als nou anys Gauss va assitir a la seva primera
classe d’aritmética, on e professor Bittner va proposar as estudiants que calculessin la
suma dels cent primers nimeros. Gauss de seguida, va lliurar la seva pissarra al
professor amb el resultat correcte, 5050, dient en el seu dialecte local, Ligget sel, és a
dir, «aqui esta». El jove Gauss havia advertit que la suma del primer i del darrer nimero
donava el mateix resultat que la suma del segon i del pendltim, etc, ésadir,

1+100=2+99=3+98=-.- =101,
i com que hi ha 50 parells, e resultat se segueix multiplicant: 101° 50 = 5050.

Buttner va saber veure la capacitat de Gauss i € va posar a estudiar amb e seu gudant
Martin Bartels, de 17 anys, amb el qual Gauss va poder familiaritzar-se amb el binomi
de Newton per aexponents no enters, amb les series infinites i, vafer s

primers passos en |’ analis matematica.

Als 11 anys, Gauss va ingressar al Gymnasium Catherineum, on va estudiar llati i grec
I, on la seva fama va depassar €s cercles purament académics fins arribar a oides del

duc Karl Wilheim Ferdinand, que €l varebre en audienciaal’ edat de 14 anys. El duc va
ordenar una assignacié economica per a jove geni, cosa que li permetria ampliar i

prosseguir els seus estudis al Collegium Carolinorum, on va trobar una ampliai extensa
biblioteca que contenia €ls titols matematics més mportants del moment. A més, a
partir d'aguell moment va sorgir una amistat sincera entre el duc i I’'estudiant,



mantinguda fins al traspas del duc I’any 1806. L’ agraiment de Gauss es fara palés més
endavant, en el prefaci de les Disquisitiones arithmeticae.

L any 1795 Gauss es tradllada a la Universitat Georgia Augusta de Géttingen, sense
haver definit encara la seva vocacio entre filologia classica o matematiques. Dels amics
de la universitat, destaca Wolfgang Bolyai, dos anys més gran, amb qui va compartir els
anys formatius. Després del retorn de Bolyal ala seva Transilvanianatal I’any 1799, els
dos amics van mantenir una profusa correspondéncia a llarg de tota la seva vida
Aquestes cartes han permés completar el coneixement de la personalitat de Gauss i, des
d'un punt de vista matematic, els origens de la geometria no-euclidiana, que
independentment desenvoluparien Janos Bolyai i Nikolai . Lovachevski.

Gauss va prosseguir les seves investigacions aritmétiquesi I’any 1796, amb 19 anys, va
fer un descobriment que va ser clau per a la seva inclinacio vers les matematiques en
detriment dels estudis filologics: |a possibilitat de construir amb regle i compas
I’ heptadecagon, e poligon regular de 17 costats. Ell mateix fa referencia a aguest
moment en una carta a Gerling de I’any 1819:

Va ser e 29 de mar¢ de 1796, en unes vacances a Brunswick, sense la més
minima participacié de la casualitat, ja que va ser fruit d esforcades
meditacions; el mati d'aquell dia, abans d aixecar-me, vaig tenir la sort de
veure amb gran claredat tota aquesta correlacié, de manera que alla mateix i
immediatament \aig aplicar a |"heptadecagon la corresponent confirmacio
numerica.

A partir d’aquest fet Gauss es decanta definitivament cap a les natematiques i just
d’endema, el 30 de marc de 1796, inicia les primeres anotacions a seu diari. L’andlis
d’aguest diari natematic ha permés coneixer més completament la seva obra i la seva
evolucio en els temps.

A la universitat Gauss va estudiar segons les seves preferencies, sense seguir un pla
academic establert a priori per la institucid; un benefici de la «llibertat académica» de
les universitats germaniques en les quals no era obligatori assistir a cursos especifics ni
tenir assignat un tutor. Ni tant sols hi havia controls curriculars ni examens.

L'any 1798, després d'haver-hi passat 3 anys, Gauss va abandonar la Universitat de
Gottingen sense I'obtencié d'un diploma que certifiqués I’exit dels seus estudis.
Tanmateix, ja aleshores havia desenvolupat gran part de les idees més importants que
publicaria en diversos articles a Ilarg dels propers vint-i-cinc anys. Per requeriment del
Duc, com assenyala en una carta a Bolyai, Gauss va sotmetre la seva dissertacio
doctora ala Universitat de Helmstedt e 1799, grau que li va ser concedit in absentia,
eximint-1o de la presentacio oral corresponent.

El titol de lates és Demonstratio nova theoremattis omnem functionem algebraicam
rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus pose.
En aquest treball Gauss dona la primera demostracié recoreguda com atal del teorema
fonamental de I'algebra, teorema que va captivar-lo de manera especial, com ho
demostra que en donés fins a tres demostracions més, la darrera e 1849 amb motiu del
50e aniversari de la sevatesi.



El periode triomfal. Els vint primers anys del segle XIX emmarguen una epoca de gran
rellevancia en les investigacions de Gauss i en e seu reconeixement socia. La
creativitat dels anys previs va desembocar |’any 1801 amb dues fites extraordinaries, la
publicacié de les Disquisitiones arithmeticae i e calcul de I'orbita del ecentmert
descobert planeta Ceres.

Gauss havia lliurat € manuscrit de les Disquisitiones arithmeticae a |’ editor I’any 1798,
pero les dificultats economiques del projecte van endarrerir la seva publicacié fins a
1801. Disquisitiones arithmeticae és una obra monumental en la qual Gauss dona una
nova orientacio a la Teoria de Nombres. Aquesta obra, de la qual disposem d una
magnifica versié en catala gracies a la Dra. Griselda Pascual, mereix una atencié
especial, cosa que de ben segur es produira a llarg d' aguest «Curs Gauss» de la FME.

Hi ha, perd, una anécdota a voltant d’ aquesta obra gque recrea situacions que es donen

encara ara, inherents a com utilitzem la llengua els matematics. El llati de les
Disquisitiones arithmeticae va ser acuradament revisat per J. Meyerhoff, un reconegut
expert en llengles antigues. A banda de corregir € llati extremadament classic o

académic de Gauss, Meyerhoff va voler corregir expressions que Gauss, tot i reconéixer
gue eren dubtosament correctes, utilitzava expressament. La fr ase seglent, extreta d’ una
llarga reflexio reaitzada per Gauss sobre aquest tema, ens servira d’ exemple:

S£ sobradament que s amb e subjuntiu no és correcte en llati, pero es
matematics actuals semblen haver assumit el subjuntiu en hipotesis i
definicions; [...] Huyghens, que segons la meva opinié escriu € llati més
elegant, [en faaquest g, i jo I’ he imitat.

FIGURA 1. Gauss I'any 1803.

El planeta Ceres marca I’ altre gran esdeveniment en els afers del jove cientific. L’ any
1801, I'astronom italia G. Piazzi va descobrir e planeta Ceres, de I'orbita del qual

nomes va poder observar 9 graus abans de la seva desaparicio darrera del sol. Al llarg
d’aquell any F. von Zach, astronom conegut de Gauss, va publicar diverses prediccions
de laposicio en la qual apareixeria de nou agquest planeta. Els calculs, que havien estat



efectuats per diversos astronoms reconeguts, van apareixer a la Monatliche
Correspondenze. En & numero de setembre va aparéixer una prediccié realitzada per
Gauss que diferia de manera substancial de les altres. Primerament Zach i, uns dies
després, W. Olbers, van localitzar Ceres en posicions molt properes a les previstes per
Gauss, cosa que va fer de Gauss una celebritat europea. La capacitat i |I'habilitat de
calcul de Gauss, combinats amb una aplicacio acurada del metode de minims quadrats
van ser factors essencials en els seus exits com a astronom. L’any seguient, Olbers
descubreix e planeta Pallas i Gauss fixa també la seva orbita.

En aquests anys prepara la que resultara I’ obra més important de I’ astronomia teorica
durant més de 50 anys, la Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis
ambientium, que es publicara I’any 1809 en dos volums. En e primer s estudien les
equacions diferencias, les seccions coniques i les orbites el- liptiques, mentre que en €l
segon s analitza com estimar i refinar |’ estimacio de les orbites de planetes.

Des del 1810 fins el 1830 Gauss s ocupa de les tasques de director de |’ Observatori
Astronomic de Gottingen, que sinaugura €l 1816. Gauss dedica la major part del seu
temps a I'observatori, fins i tot supervisant personalment la compra del material
cientific, pero troba temps per aprofundir en temes més teorics de les matematiques. Per
exemple, fruit d aquestes meditacions publica Disguisitiones generales circa seriem
infinitam, que és un tractament rigords de les series i la seva convergencia, i en € qual
introdueix i estudia la funcié hipergeometrica, parciament investigada per L. Euler.

Com a mostra de la varietat d'interessos de Galss i de la seva creativitat i capacitat de
treball citaré tres treballs més apareguts abans del 1820:

- Theoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogene-orum
methodus nova tractata, 1813. Obra inspirada per problemes geodesics i
essencialment dedicada a la teoria del potencial.

- Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi, 1814.
Assaig de caire practic sobre integracio aproximada.

- Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen, 1816. Obra en la qual
presenta una discussio d’ estimadors estadistics.

FIGURA 2. L’heliotropi.

Geodésia i geometria. L’any 1818, el ministre Arnswaldt demana a Gauss que realitzi
una triangulacio i mesura geodesica de I’ estat de Hanover, amb I’ objectiu d’ enllagar-1o
amb els estudis topografics que es realitzen a Dinamarca. Gauss dedicara vuit anys a



aguesta tasca, feixugai en bona mesura rutinaria, efectuant mesuraments al llarg del dia
i realitzant els caculs per lanit. En aquest context, Gauss inventa |’ heliotropi, un aparell
gue reflecteix els raigs solars mitjangcant un sistema de mirallsi un petit telescopi, que li
va permetre fer mesures molt acurades; una mostra més de la genia versatilitat del

personatge que ens ocupa.

La dificultat de fer cartes planes de I’ €l -lipsoide terrestre va conduir Gauss a formular,
I’any 1816, € problema d aplicar una superficie sobre una altra de manera que siguin
«iguals en les seves parts més petites». Gauss va proposar aguest problema el 1816,
perd no va tenir resso fins que, a instancies de Schumacher, va ser proposat per
I’ Academia Danesa |’any 1821. Davant la manca de solucions, Gauss va presentar la
seva propia solucio I’any segiient, i la va publicar el 1825 sota € titol Allgemeine
Auflosung der Aufgabe die Theile einer gegebenen Flache so abzubilden, dass die
Abbildung dem Abegbildeten in den kleinsten Theilen hnlich wird,? a qua va afegir,
en llati, la frase Ab his via sternitur ad maiora, que podriem traduir en la forma «Cami
preparat per a coses més grans», amb la qual cosa anuncia el desenvolupament de la
teoria de superficies.

Sens dubte la contribucié més important d’aquell periode, i potser una de les seves
darreres aportacions en una direccié completament nova de les matematiques, va ser la
publicacio de les Disguisitiones generales circa superficies curvas I’any 1827. Les
Disquisitiones generales van sorgir, com analitzarem més endavant, de les meditacions
geodesiques de les darreres tres decades i van ésser lallavor de molts anys de recerca en
Geometria Diferencial.

FIGURA 3. Gauss segons una litografia de Be ndixen, 1828.

Etapa de maduresa: fisica i altres preocupacions. Amb |’arribada I'any 1831 de
Wilhelm Weber a Géttingen com a professor de fisica, s obre una época de fructifera
col-laboracié entre Gauss i € jove fisic que durara sis anys, fins que Weber, juntament
amb altres sis professors (entre els quals hi havial’ orientalista Ewald, gendre de Gauss),
signants d'un manifest en contra de la derogacié de la congtitucié per part del rei de

2 Una soluci6 general del problema d' aplicar les parts d’ una superficie donada en una altra superficie de
formaquelaimatgei lapart aplicada son similars en les seves parts meés petites.



Hanover, son expulsats de la universitat. Gauss, malgrat la seva posicié i prestigi, ho va
intercedir en favor dels set signants.

FIGURA 4. Gauss i Weber.

Gauss ja havia mostrat anteriorment interes per la fisica, especialment en I'Us de la
teoria del potencial com a base d’alguns problemes de la mecanica i de la teoria de
I electricitat. Amb Weber van iniciar |’estudi del magnetisme terrestre, van publicar €l
primer atlas geomagnetic de la Terra, van descobrir les lleis de Kirchhoff, i van
construir un telégraf primitiu que podia enviar missatges a 500 peus de distancia, la que
hi havia entre I observatori astronomic i la Facultat de Fisica

L'any 1931 Schdfer assenyalava que, de la fisica, adlo que atreia Gauss era €
component matematic subjacent. En les seves paraules,

No era propiament un fisic en el sentit de la recerca de nous fenomens, sind
sempre un matematic que provava de formular en termes matematicament
exactes els resultats experimental s obtinguts per altres.

Una de les darreres activitats academicocientifiques de Gauss va ser I'andlis de les
pensions de les vidues dels professors de la universitat de Géttingen, treball que va
iniciar per encarrec de la propia universitat, temorosa de no poder cobrir les creixents
despeses que aquets fons suposaven. Després d’ una analisi minuciosa que li va ocupar
sisanys, amb llargs i tediosos calculs, I’any 1851 Gauss va concloure, per a sorpresa de
tothom, que e sistema de pensions era solvent i que de fet es podien augmentar les
pensions.
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FIGURA 5. Paper moneda alemany amb la imatge de Gauss.

Per cloure aquesta secciO recordarem les paraules que Sartorius von Walterhausen,
geoleg i amic personal de Gauss, vadir en |’ obituari de I’admirat company:

Gauss va ser un home senzll i sense afectacio des de la seva joventut fins a la
seva mort. Un petit estudi, una taula de treball amb uns estalvis verds, un
pupitre pintat de blanc, un estret sofa, i, després de complir els 70 anys, una
butaca, una lampada amb pantalla, una cambra fresca, aliments senzlls, una
bata i una gorra de vellut eren totes |l es seves necessitats.

Kiemiller's potigadt ol sy on the wrmreie o 1bss wharrvanesy

FIGURA 6. Gauss a la terrassa del nou observatori de Gottingen.

ESTRUCTURA DE LES DISQUIS TIONES GENERALESCIRCA SUPERFICIES CURVAS

La publicacio de les Disquisitiones generales circa superficies curvas es considera

I"inici de la Geometria Diferencial Irtrinseca. Tot i que la seva lectura no és senzilla des
dels estandards de presentacié dels textos de matematiques actuals, I'esforc es veu
recompensat per I’eleganciai concisio de les idees desenvolupadesi € plaer de llegir un



classic. L’obra original \a ser escrita en llati, llengua franca de la ciencia del moment,
perd es disposa de diverses traduccions a I’aemany, a |I’anglés o al francés, que ens
permeten aproximar- nos-hi més facilment.

Segons el propi Gauss, les dues fonts principals d’'inspiracié per ala seva analis de les
superficies van ser les consideracions astronomiques, incloent-hi la trigonometria
esférica, i la geodésia tedrica. Aquests eren els temes que havien ocupat la ngjor part
del seu temps en els anys immediatament anteriors a I’ aparicid de les Disquisitiones
generales.

A causa dels seus treballs topografics, es va interessar per I'estudi de les geodesiques
dels €-lipsoides de revolucié i per la determinacié de cartes conformes (és a dir, que
conservin els angles) per a superficies generas, problema que va resoldre en € seu
assaig per al’ Académia Danesa abans comentat.

Entre els anys 1821 i 1825 Gauss va esmercar gran part del seu temps en € treball de
camp i de mesura geodesica derivat de I’encarrec rebut. En completar gran part
d’ aguesta tasca, Gauss va disposar del temps necessari per a dedicar-se a la geometria
de superficies, com comenta a Schumacher en una carta de novembre de 1825:

Recentment he représ part de les meves investigacions sobre superficies
curvilinies, que hauran de formar la base del meu projectat assaig en geodesia
avancada. Es un tema que és tan ric com dificil, i requereix una dedicacio
completa. Em trobo que he de recular en la meva exposicio ja que € gue és
conegut sha de desenvolupar d'una manera diferent segons les noves
Investigacions.

Entre els manuscrits de Gauss s ha trobat € primer esborrany de |’ assaig esmentat, que
es titula Noves disquisicions generals sobre superficies curvilinies elaborat el mateix
any 1825. Tanmateix, la presentacio final dels seus resultats en les Disquisitiones
generales sera totalment diferent, com comentarem més endavant quan presentem el
contingut de I’ obra publicada.

Les Disguisitiones generales és una obra curtai sintética, desenvolupada en tant sols 40
pagines organitzades al voltant de 29 articles. A efectes de I’ exposicio, dividiré I’ obra
en tres parts, de desigual extensio:

(1) Curvatura de Gauss. Articles 1-13, en s quals Gauss introdueix alguns dels
conceptes fonamentals i prova el celebrat theorema egregium.

(2) Geodesiques: Articles 14-20, en els quals S estudien diverses propietats de les
corbes de longitud minima sobre una superficie i, en particular, contenen la
génesi del conegut com ateorema de Gauss-Bonnet.

(3) Aplicacions: Articles 21-29, en els quals es comparen angles i arees de
triangles geodesics amb triangles plans amb costats de la mateixa longitud.

Les dues primeres parts son les més importants i conegudes, ja que son les que més han
influit en & desenvolupament posterior de la Geometria Diferencial, mentre que la
tercera, d’'aplicacio i més directament inspirada pels treballs geodésics que estava
desenvolupant, va quedar en segon terme i ha donat lloc a diverses especulacions sobre
I” hipotética intencionalitat de Gauss en usar els calculs que hi efectua per confirmar que
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I’espai és euclidia. A continuacié analitzem separadament les tres seccions en que hem
dividit les Disguisitiones generales.

CURVATURA DE GAUSS

En es primers articles, Gauss introdueix alguns dels conceptes centrals i essencialment
nous de la memoria.

(2) L’ aplicacié de Gauss: per a una superficie Sdel’ espai R? amb camp unitari normal
N, es defineix I’ aplicacio de S sobre I’ esfera unitat, S?,

Z:S® §?

assignant a cada punt p de S I’extrem del vector unitari normal corresponent, és a dir,

z (p) =N(p).

La idea dintroduir aquesta aplicacid I'explica e propi Gauss en un paragraf de
I” Abstract de les Disquisitiones generales presentat ala Reia Societat de Gottingen:

Aquest procediment és basicament el mateix que s utilitza sovint en astronomia,
en el qual les direccions de |’ espai es consideren punts d’ una esfera imaginaria
de diametre infinit.

(2) Mensuram curvaturae: Basant-se també en consideracions astronomiques, defineix
la curvatura K(p) en un punt p de la superficie S (0 més precisament, el seu valor
absolut) segons

_ i areaz (D))
|K(p)|-|'3'@ﬁfgm’

on D és un entorn finit de p i z (D) és la part corresponent de I’ esfera. Gauss

determina el signe de K(p) segons que la diferencial de I’aplicacié Z conservi o no
I” orientacio.

Un parell d exemples elementals ens gudaran a comprendre la definicid d aguesta
curvatura: s S és una superficie plana, e camp normal N és constant (vegeu lafigura7),

T
— X

FIGURA 7. Aplicacié de Gauss per un pla.

I, per tant, trobem
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_ . area(z (D)) _ .. o _
)= FeaD)  beaeaD)

és a dir, una superficie plana té curvatura zero en tots €ls seus punts. S ara S és una
esferaderadi R(figura8),

4

FIGURA 8. Aplicacié Z per una esfera.

un calcul senzill permet provar que

1.
~aeaz(@) . D)
K(p)=lim————=—=lim-————=—,

peo area(D) peo area(D) R
cosa que es correspon amb la intuicié: tots els punts de I'esfera estan «igualment
corbats» i la curvatura de |’ esfera decreix quadraticament amb € radi. D’ atra banda, €
signe de la curvatura determinat per Gauss fa que en un punt de sella la curvatura sigui
negativa. La figura 9 dona idea de com podem analitzar € signe de la curvatura en un
punt p resseguint el vector normal a llarg d’ una corba tancada que envolta p.

FIGURA 9. Determinacié del signe de la curvatura.
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(3) Curvaturam totalem: la curvatura total (o integra) d'una regi6é finita D d una
superficie S es defineix com I'area de la seva imatge esférica z (D), que podem
escriure com

K(D)=QKds
on ds ésI’eement d area de la superficie orientada S.

De les definicions anteriors se segueix immediatament que

_ . K(D)
K(p)—lt)'&m,

cosa que ens sera d' utilitat més endavant.

Bona part d’ aquesta primera secci6 esta dedicada a calcul efectiu de la curvatura d’ una
superficie, ja que la definicio origina no és gaire operativa. S estableixen diverses
formules adequades a les diferents maneres de presentar una superficie: com a grafica
d’una funcio, en forma paramétrica o en forma implicita. Aquests calculs li permeten
derivar d’una manera serzilla els resultats d' Euler, cosa que emfasitza en una citaen la
gual honora al seu predecessor. En agquest context, Gauss prova que «la curvatura en un
punt qualsevol p de la superficie Sés el producte de les curvatures maxima i minima de
les corbes per p tallades ortogonalment a la superficie». Aquest resultat permet
visualitzar facilment el signe negatiu de la curvatura d’ un punt de sella.

k;

P

FIGURA 10. Les curvatures maxima i minima d’un punt de sella tenen signes oposats.

Després d’ un desenvolupamert analitic feixuc de més de cinc pagines, I’ article 11 conté
la férmula principal del treball, coneguda des d’ aleshores com a férmula de Gauss. Per
escriure-la hem d'introduir, ni que sigui succintament, la primera forma fonamental
d'una superficie.

Donada una superficie Sde R® en forma paramétrica, j (U,V), es defineixen els
coeficients de la primera forma fonamental per

E=( du) F=( i) E=( i)
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Elsvdors de E i de G estan relacionats amb la velocitat amb la qual es descriuen les

corbes coordenades V=cnt i u=cnt, mentre que F mesura I'angle que formen
aquestes corbes. La primera forma fonamental (és a dir, €ls coeficients E, F, G) serveix
per mesurar longituds de corbes arbitraries sobre S. L’exemple de la longitud i de la
latitud de I’ esfera ens gjudara a interpretar € que s amaga darrera d’ aguests coeficients.
En efecte, la longitud i la latitud de I’ esfera (de radi 1) la descriuen paramétricament en
la forma

X = COSU CosV,
y =Ccosu siny,
z=dnu,
de manera que les corbes VvV =cCNnt corresponen als meridians de I'esfera i les corbes
u=cnt asseuspara-les (figurall).
Fent els calculs indicats per la definicio trobem que
E=1 F =0, G=cos’u.

/

FIGURA 11. Coordenades esferiques.

L anul-lacié d'F reflecteix que els meridiansi €ls paral -lels es tallen ortogonalment. E és
igual a 1 ja que quan recorrem un angle u sobre un meridia, la longitud de
circumferencia recorreguda és exactament igual a u, és a dir, descrivim els neridians
amb velocitat 1. D’atra banda, €ls paral-lels U =cnt es recorren amb velocitat COSU,
queésigua a seuradi.

Doncs bé, amb aquestes notacions, Gauss acaba |’ article 11 amb la
Formula de Gauss:
A4(EG- F)K=EEG, - 2F,G, +G*)+G(E,G, - 2EF, + E?)
+F(E,G, - EG, - 2E,F, +4E,F, - 2F G))
-2(EG- F?)(E, - 2F,+G,,).
All0o que és remarcable d’ aguesta equaci6 és que nomes hi intervenen K i els coeficients

E, F, G delaprimeraformafonamenta i les seves derivades.
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Gauss inicia I'article seglient observant que per a calcul de la curvatura duna
superficie «no és necessari obtenir formules explicites que expressin les coordenades
espacials x, y, zcom a funcions de les indeterminades u, v; sin0 que I’ expressio general
de la magnitud de I'dlement de linia és suficient». Segueix immediatament la
interpretacio geometrica de la invariancia de la curvatura per isometries:

Formula itaque articuli precedentis sponte perducit ad egregium

THEOREMA. S supeficies curva in quamcungue aliam superficiem explicatur
curvaturae in singulis punctis invariata manet.

Resultat que actualment coneixem com a Theorema Egregium i que enunciem en la
forma

Theorema egregium. La curvatura de Gauss d'una superficie és invariant per
isometries|ocals.

D’aqui Gauss dedueix que «qualsevol part finita d’una superficie curvilinia mantindra
la seva curvatura total després de desenvolupar-se sobre una altra superficie».

Aixi mateix, dedueix que la curvatura d’ una superficie desenvolupable sobre un pla és
identicament zero, cosa que tenint presents les formules per a la curvatura calculades en

articles anteriors condueix, per a superficies definides per una gréfica z(X,Yy), a
I’ equaciO caracteristica de les superficies desenvolupables

2 _
z 7z -72=0,
de la qual Gauss comenta:

criteri que, encara que és conegut des de fa poc temps, no ha estat demostrat,
segons el nostre coneixement, amb €l rigor imprescindible.

En € darrer article d aquesta part, el 13, Gauss indica €l seu famos programa per a la
Geometria Intrinseca de Superficies. Una redaccio molt similar i més completa en cert
sentit éslaque llegim al’ Abstract presentat ala Reia Acadéemia:

Aquests teoremes menen a la consideracio de la teoria de superficies curvilinies
des d'un punt de vista nou, on s obre un ample i encara totalment inexplorat
camp d’'investigacio. S considerem superficies no com a vores de cossos, siné
com a cossos en els quals hi ha una dimensié6 que sanul-la, i alhora les
imaginem com flexibles pero no extensibles, veiem que hi ha dues relacions
essencialment diferents que hem de distingir, concretament, d’una banda,
aquestes que pressuposen una forma definida de la superficie a I’espai; de
I’altra, aquestes que son independents de les diverses formes a I’espai que la
superficie pot adquirir. Aquesta discussio concerneix la segona. D’ acord amb €l
gue s ha dit, la mesura de la curvatura pertany a aquest cas. Pero és senzll de
veure que les consideracions de figures construides sobre la superficie, els seus
angles, les seves arees i les seves curvatures integrals, la unié de punts
mitjancant corbes de longitud minima, i questions similars, també pertanyen a
aquest cas. Totes aquestes investigacions han de comencar a partir d’aqui, de
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gue la mateixa natura de la superficie curvilinia ve donada per I’expressio d' un
element lineal qualsevol en la forma

JEdu? + 2Fdudv + Gdv? .

Llegint les Disquisitiones generales és dificil d’imaginar com va arribar Gauss a la seva
famosa formula, que és I’element central de tota I'obra. El tractament és purament
analitic, obtenint la formula després de diverses pagines de calculs i reduccions
complexes. De fet, segons es despren de |’ esborrany preliminar i de les notes i apunts
personals de Gauss recollits per Stéckel, la gestacio de les idees i resultats que hem
comentat i, en general, de tota I’ obra, va seguir un cami invers a que la presentacio
final pot suggerir.

En efecte, de les notes personals de Gauss es dedueix que laidea d’ usar I’ aplicacio Z

en I’estudi de superficiesi e concepte de curvatura associat es pot situar entre €l's anys
1799 i 1813, periode en € qual hauria demostrat que la curvatura és producte de les
curvatures maxima i minima de les seccions normals a la superficie. Segons aquests
documents, cap a I'any 1816, Gauss descobreix la invariancia de la curvatura per
isometries locals. En les seves notes de I’ época es llegeix

Teorema meravell6s. S una superficie curvilinia en la qual una figura esta

fixada pren formes diferents a R3, aleshores I'area de la superficie de la
imatge esférica de la figura és sempre la mateixa, per a totes les possibles
formes.

Gauss no donava aleshores cap demostracio d’ aguest resultat. En I’ esborrany de 1825,
va indicar una demostracio basada en |’ excés angular en triangles geodésics dibuixats
sobre una superficie, tema que fara objecte de la segona part de les Disguisitiones
generales.

Es el 1825 quan Gauss descobreix la forma general de la formula de Gauss i decideix
basar en aguesta férmula tot e desenvolupament de la teoria de superficies, cosa que
completara amb les Disquisitiones generales.

El programa abirat per Gauss rebra un impuls importantissim |’any 1854 mitjancant la
memoria Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Griinde liegen presentada per
B. Riemann per obtenir I’ habilitacié com a professor de Géttingen. Un Gauss envellit,
gue moriral’ any seglient, va ser capag d’ apreciar laimportancia del treball de Riemann,
com ho mostra I'informe que, com a membre del tribunal que jutjava Riemann, va
escriure:

La dissertacio sotmesa pel Senyor Riemann ofereix evidencies convincents de
les completes i penetrants investigacions de |’autor en aquelles parts del tema
tractades, de creativitat, d’ una ment veritablement matematica, i d’una gloriosa
i fertil originalitat.
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GEODESIQUES

La segona de les parts en quée hem dividit les Disquisitiones generales conté I’ estudi de
les propietats basiques de les corbes geodesiques, definides com a corbes de longitud
minima entre dos punts de la superficie, i I'estudi de |’existéncia de sistemes de
coordenades locals «geodésics», estudi que culmina amb I'andlisi de I’ excés angular en
triangles geodesics.

Gauss anuncia |’ objectiu dels seus propers articles ja a fina del 13, tot just esbossat el
programa de Geometria Intrinseca que té en ment, dient

Abans de prosseguir aquest estudi [segons € programal, hem d'introduir els
principis de la teoria de corbes de longitud minima sobre una superficie
donada.

Després d' establir les equacions diferencias de les geodésiques, Gauss troba e resultat
seglient, ja conegut d’ Euler: «una corba g (parametritzada per I’ arc) és una geodesica

de la superficie S s, i només s, la seva acceleracio g# és sempre ortogonal a la
superficie S». Aquest és, pero, un resultat extrinsec, ja que I’ acceleracio fa referéncia a
laposicio de la corba al’ espai R?, més enllade la superficie S

En I'article 15, Gauss inicia |’estudi de sistemes de coordenades particulars. L’ article
inclou € resultat seglUent:

TEOREMA. S en una superficie curvilinia tracem des d’ un punt fix una infinitat
de corbes de longitud minima, les linies que uneixin les seves extremitats seran
normals a cadascuna de les corbes.

Aquest i €ls resultats que segueixen son els que corresponen, en les presentacions
modernes, as resultats que es deriven de I'aplicacié exponencial d una superficie
(vegeu lafigura12) i del lemade Gauss. L’ aplicacio exponencial permet «adaptar» a un
entorn les coordenades polars del pla tangent a la superficie en un punt, de manera que
els «radis» siguin arcs geodesics. Aixi, € resultat anterior assegura que les imatges de
les circumferéncies del platangent son corbes ortogonals al's radis geodesics dibuixats a
la superficie.

En definitiva, Gauss demostra |’ existéncia de cartes local s «especialment adequades per
a |I’estudi de la trigonometria de petits triangles geodésics». Demostra que en aquestes
cartes se satisfan les igualtats

1 |
E=1 F =0, K=-ﬁ(\/6)uu i Kds =- (VG)

uu
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FIGURA 12. Aplicacié exponencial i coordenades polars.

Més encara, Gauss prova que la variacio angular d'una corba g respecte dels vectors
tangents a les corbes coordenades V = CNnt, esta determinada per laforma diferencial

dg =- (/G),dv.

Utilitzant aquests sistemes especials de coordenades, Gauss demostra la formula de
I’excés de la suma dels angles d'un triangle geodesic, cosa que € du a enunciar €
«teorema, que S no ens equivoquem, S ha de comptar entre els més elegants de la
teoria de superficies curvilinies»:

Excessus summae angularum trianguli a lineis brevissimis in supeficie curva
concavo-concava formati ultra 180°, vel defectus summae angularum trian-guli
a lineis brevissimis in supeficie curva concvo-convexa formati a 180° mesuratur
per aream partis superficies shaerica, quae illi triangulo per directiones
normalium repondet, si superficies integra 720 gradibus aequi-paratur.

Aquest resultat, i més exactament la formula de I’ excés, és € que avui en dia coneixem
com a teorema de Gauss-Bonnet:

Teorema de Gauss-Bonnet. S D és un (petit) triangle geodésic sobre una superficie S
de R® ambangles a, b, g, aleshores

(‘ade =(@a+b+g)-p.

Gauss dedueix facilment el teorema elegantissim per a un triangle geodesic inclos en un
sistema de coordenades polars, en e qua se satisfan les igualtats comentades
anteriorment, a partir del teorema fonamental del calcul integral. En efecte, préviament
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prova que en aguests sistemes se satisfa (\/6 ), (0,) )=1; aixi, usant les rotacions de
lafigura 13, e resultat se segueix de les igualtats seguents:

QKds =-¢ g W), (r] )drd

-Q (e (r ()i )- &), 04 )d
=a - Q) G),(r ()i )d

=a+Qdq=a+g-(p-b)

FIGURA 13. Triangle geodesic.

A més, Gauss assenyala que, per un procés de triangulacié de la superficie, ddl resultat
anterior s€' n derival’ excés angular per a poligons geodésics d' n costats. Aixi, en
I’ Abstract llegim

En general, I’excés sobre (N- 2)p dels angles d'un poligon d'n costats, si

aquests son corbes de longitud minima, sera igual a la curvatura integra del
poligon.

El teorema elegantissim permet recuperar la primera demostracié, més geométrica, del
theorema egregium segons les indicacions de Gauss en I'esborrany de les Dis
quisitiones generales de 1825. Aquesta demostracio €s, a grans trets, la seguient: s

f :S® S{ és una isometria local, f conserva les longituds de les corbes i, per tant,

aplica geodésiques de S en geodeésiques de SU. Per la mateixa rad, f conserva angles
entre corbes i arees de petites figures dibuixades sobre S. Aixi, s D és un triangle a
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voltant dunpunt pde S, d'angles a, b, g,i D¢= f (D) éslasevaimage a S4, amb
els corresponentsangles a ¢ b ¢ g¢, esté

area(D) =area(D9,i a =a¢ b=Db¢ g=gd.
Ara, €l theorema egregium resulta directament de laformula de I’ excés
K(D +b+g- ¢+ bC+ gt
K(p) =limetD)__jj,2*b*9-p .2 P

M eaD) o aea(D) % aeapy (P

Logicament, aquest raonament comporta |’ establiment previ de la formula de |’ exceés.
Aquesta formula era ampliament coneguda pels gedmetres de |’ época per a superficies
desenvolupables i per a I'esfera i, segons consta en les seves notes personals, era
coneguda de Gauss per a la geometria hiperbolica des del 1794. En I’ esborrany de 1825
Gauss esbossa una prova del resultat general, perd la demostracié que presenta no
I’acaba de convencer ja que comenta que «aquesta prova recessita una explicacio,
alguns canvis en la seva forma». Aquesta podria ser la rad que mai publiqués aguest
argument.

El teorema elegantissim suposa que sobre una superficie de curvatura corstant K >0
la suma dels angles d’un triangle és superior a p , mentreque s K <0, aleshores és
menor que P .

K=—1,a+Hy<r K=1,a4+4+v>x

FIGURA 14. Excés-defecte de la suma dels angles d'un triangle.

Es temptador pensar que Gauss va connectar el teorema elegantissm amb I’ estudi de les
geometries no euclidianes. Hem de tenir present, perd, que no disposava d una
superficie de curvatura negativa constant, cosa que resulta natural, a posteriori, pel
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teorema de Hilbert segons e qual no es pot submergir metricament una siperficie
completa de curvatura negativa constant al’ espai ordinari R3.

El teorema elegantissm va ser generaitzat per O. Bonnet per a triangles no
necessariament geodeésics I'any 1848. D’dtra banda, per un procés de triangulacio i
compensacio de les sumes d’ angles, se segueix el seglent resultat global:

Teorema de Gauss-Bonnet. Sgui S una superficie orientable i compacta de R3, de
genere g. Aleshores,

Qde =2p X(2- 29)=2pc (S).

En aquest enunciat, C(S) =2- 29 és la caracteristica d’Euler de la superficie: s
enrgjolen S amb triangles dibuixats en la seva superficie, C(S) és el esultat de
comptar adequadament el nombre de vértexs, arestes i cares de la triangulacio:

c (S) =#vertexs- #Harestes+ #triangles.

La caracteristica C(S) és un invariant topologic de S, amb la qual cosa la curvatura

total de S no només és un invariant per isometries locals, com havia demostrat Gauss,
sind gque és també un invariant topol ogic.

Aquest resultat relaciona la geometria de la superficie S, la seva curvatura, i la topologia
de S la seva caracteristica. Aixi, per exemple, a la vista del teorema de classificacio de
les superficies compactes (que no estava a |’ abast de Gauss, ja que es provaria mes tard)
s Sés una superficie orientable i compacta amb curvatura positiva en tots el's punts, S és
homeomorfa a una esfera, ja que aguesta és I'Unica superficie compacta amb
c(S)>0.

Des de la seva aparicio, e teorema de Gauss-Bonnet ha conegut un desenvolupament
espectacular, i segueix essent un teorema central en la relacio entre la geonetriai la
topologia de les varietats. La generaitzacié de S.S. Chern per a varietats n-dimensionals
["any 1944 va suposar, a més, un nou i profund impuls a la Geometria Diferencial
Intrinseca. Des d'aeshores, aguest concepte S aplica no només a I'estudi del que
succeeix dintre de la varietat, sind també als fibrats que se li associen de forma natural
(fibrats tangents, formes diferencials, ...) o a les aplicacions d’'aguesta varietat en
d’ atres. En certa manera, aquests fibrats sorgeixen com a substituts de [ espai ambient,

arainexistent (]R3 en € cas de les superficies estudiades per Gauss).

APLICACIONS

Els darrers nou articles de les Disquisitiones generales estan dedicats a la comparacio
d’ angles i arees de triangles geodesics dibuixats sobre una superficie i els corresponents
triangles (rectilinis) plans amb costats d'igual longitud.
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L’ estudi ésinfinitesimal i requereix realitzar els calculs per aproximacio, desenvolupant
en serie les quantitats que es volen cacular. Gauss demostra en aquest punt la seva
habilitat en I’ estudi i manipulacié dels desenvolupaments en série.

Fixem les notacions per descriure € resultat principal. Sigui D un triangle geodésic
sobre la superficie S, de vértexs A, B, C, angles a, b, g i costats (oposats) a, b, c.

Com que les geodésiques minimitzen distancies, es té que a£b +C i, per tant,
éspossible dibuixar un triangle rectilini en e pla amb costats de longituds a, b, c. Sigui

D aquest triangle i a,b’, g* els angles corresponents (figura 15). Gauss

desenvolupa en série de poténcies la diferéncia a - a i després de diverses
manipulacions, resumeix els resultats obtinguts a I’ article 28 en laforma

FIGURA 15. Triangles geodésic i rectilini.

Les nostres formules generals, negligint termes de quart ordre, resulten
extremadament simples, concretament

a=a - %érea(D) (2K(A) +K(B)+K(C)),
b=b" - area(D)(K(A) +2K(B) + K(C)),

g=9 - %érea(D)(K(A)+ K(B) +2K(C)).

i, analogament, en 'article 29 compara les arees dels triangles D, D', obtenint
I’ aproximacio

area(D):area(D*)guﬁ(K(A)(s- a%) + K (B)(s- b?) +K(C)(s- cz))é

negligint un cop més els termes de quart ordre, i amb S= 2(a +b* + ¢?).
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De fet Gauss troba fins i tot una expressié pels termes d ordre 4, tot i que no és gaire
explicitai no la reproduirem aqui. En € cas de I'esfera de radi R, que és una superficie

de curvatura constant K = R 2 , les formules anteriors S escriuen

. weaD) 1 . .. aeaD) 1 . aeaD 1
a=a -— Rz,b—b- 3 g 979 T3 R

resultat que ja havia provat Legendre |’any 1787, com assenyala el propi Gauss.

Sembla clar que Gauss efectua aquests calculs amb les aplicacions geodesiques en ment.
Si es pren una esfera com a model de la terra, la correccio dels angles que cal efectuar
en triangles geodesics és la calculada per Legendre i, per tant, és la mateixa per a tots
els angles, mentre que s es pren un esferoide com a model, les formules de Gauss
indiquen que les correccions angulars a prop dels pols son menors, ja que la curvatura
disminueix quan ens acostem as pols. Gauss contrasta aguestes diferencies en €
triangle més gran que ha mesurat fins aestores, amb costats d’ aproximadament 69, 85 i
107 quilometres. En efecte, a final del’article 28 llegim

Aixi, e.g., en e més gran dels triangles que hem mesurat en els darrers anys,
concretament e que es troba entre els punts de Hohehagen, Brocken,

Inselsberg, en el qual I’excés de la suma dels angles era 14.8534846, & calcul
va donar la reducci6 segiient que hem d’ aplicar als angles

Hohehagen ........ - 4.95113¢
Brocken ... - 4.95104¢
Inselsberg ........ - 4.95131¢

La correccio esferica de Legendre, que és la mateixa per a tots els vertexs, és de

4.95116€¢. Gauss comenta aquesta diferéncia en una carta a Olbers de I'any 1827 en
els termes segUents

Sens dubte a la practica aixo [la diferencia de correccions] no és gens
important, ja que és negligible pels triangles més grans que es poden mesurar a
la terra; malgrat aixo, la dignitat de la ciéncia requereix que entenguem
clarament la naturalesa d’ aquesta desigualtat.

Diversos historiadors de les matematiques han interpretat els calculs d’ aquestes Ultimes
seccions de les Disguisitiones generales com € resultat d’ un experiment imaginat per
Gauss per comprovar la naturalesa euclidiana de I’ espai, mentre que d’ altres consideren
mitica aquesta intencionalitat, ja que Gauss no va fer mai cap mencié en aquest sentit.
La confusié parteix, en part, de les seglients paraules extretes de I’ obituari de Gauss
realitzat per Sartorius

i € triangle més gran [...] entre Hohehagen, Brocken, Inselsberg, va ésser
mesurat per aquest instrument, [I” heliotropi], de forma tant acurada que la suma
dels angles difereix de dos angles rectes només per aproximadament dues
decimes de segon,
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completades més endavant amb una mencio explicita a la geometria euclidiana

[Gauss] tenia la conviccid que aquesta proposicio, [I’axioma de les paral-leles],
no es podia provar encara que era conegut per |’experiéncia ? per exemple,
dels angles de Hohehagen, Brocken, Inselsberg? que era aproximadament
correcte.

Els contraris a I’experiment de Gauss argumenten que Sartorius, que era geoleg, no
coneixia prou acuradamert el treball matematic de Gauss, i que aguestes deduccions
reflecteixen la confusiéo amb la qual va intentar resumir algunes de les fites cientifiques
del seu amic. Sigui com sigui, sembla clar, pero, que les mesures fetes per Gauss
confirmaven, incidentalment, e caracter euclidia de I'espai fins ala on permetien
arribar les técniques del moment.

CONSIDERACIONSFINALS

Disquisitiones generales circa superficies curvas representa la culminacié de meés de
quinze anys de treball sobre la geometria de les syperficies. Com ja hem comentat, la
presentacié no segueix e desenvolupament temporal de les idees i resultats de Gauss,
sinG que basa el seu contingut en la darrera de les seves troballes, la férmula de Gauss,
gue se situa aixi a centre de tota la teoria.

Gauss no publica les Disquisitiones generales fins que ha obtingut una presentacié que
considera Optima, cosa que comparteixen els seus altres escrits. De fet, va publicar
relativament pocs treballs en comparacié a's descobriments que va redlitzar a causa, en
gran part, a fet que a seu geni creador unia un profund sentit critic, per la qual cosa
només publicaria les investigacions que haguessin arribat al més at grau de perfeccio.
En diverses cartes dirigides als seus col-laboradors, la majoria de les quals daten de
I’ época en que estava treballant en les Disquisitiones generales, Gauss explica la seva
posici6 a respecte.

Aixi, en unacartaa seu amic Olbers, escrita el 1825, expressa la necessitat de presentar
els resultats en una forma definitiva:

Tot i que |'aspecte matematic d'una investigacio és normalment e mes
interessant per a mi, no puc negar d altra banda que per estar satisfet d’una
investigacio de llarga durada com aquesta, he de veure finalment I’ emergencia
d'una entitat meravellosament organitzada, desproveida d aparenca de
desordre.

A agquests comentaris afegirem el segiient extracte d’ una carta a Schumacher,
Les meves investigacions em resulten extremadament costoses pel desig, que

sempre he tingut, de donar-les un tal grau de perfecci6, «ut nihil amplius
desiderari possit». [que res més comprensiu fos desitjable.]
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Aguests posicionaments van ser mal interpretats per alguns dels seus col-legues, per as
gquals Gauss dedicava un temps excessiu a donar forma a les seves investigacions en
detriment del seu proceés creatiu més genui. En paraules de Schumacher,

«cada any de la vostra vida augmenta el nombre d’idees només intel ligibles per a vos.
Es perdra tot aix0?» El mes de gener de 1827 escriu una carta a Schumacher en la qual,
referint-se al seu treball sobre les Disquisitiones generales, comenta

Hi trobo moltes dificultats, pero la que podem anomenar propiament forma no
és la que produeix un retard considerable (si exceptuem la inflexibilitat del

[lati), és més aviat la concatenacié mherent de veritats, i aquesta feina no és
satisfactoria fins que el lector no reconeix el llarg esforc emprat en la seva
execucio. Per tant, no puc negar que no tinc una idea clara de com puc realitzar
un treball d' aquest caire de manera diferent a com estic acostumat, sense, com
ja he expressat anteriorment, subministrar un edifici en lloc dels blocs
constructius. [...] Per tant, en la mesura que la discussio és relativa a quiestions
importants, coses essencialment completes o resde res.

Anys més tard, en una atra carta a Schumacher datada el 1850, Gauss torna a
reflexionar sobre la importancia de laforma que cal donar a les seves investigacionsii la
interpretacio equivocada que se N’ hafet,

Estas completament equivocat si creus que per aixo emrefereixo Unicament a la
darrera revisio del llenguatge i de I'elegancia de la presentacié. Aquests
aspectes costen compar ativament nomes una fraccio poc important del temps; €
gue vull dir és completesa interior. Punts que m’ han costat anys d’ esfor ¢os estan
en els meus textos i per la seva curta i concentrada presentacié, ningll no
S adona de la dificultat que s ha hagut de superar.

D’altra banda, Gauss reconeix que aguesta exigencia de perfeccio en la forma final de
les seves investigacions, comporta €l risc que altres matematics arribin as nateixos
resultats i s'avancin en la seva publicacio. En aguest sentit, llegim en una carta a Encke
de 1832,

Aquesta forma de treballar pot tenir com a conseguencia, algunes vegades, com
m’'ha succeit sovint, que coses que he conegut des de fa anys han estat
descobertes i publicades per dtres; pot tenir com a conseguencia també que
algunes coses desapareguin amb mi, i s& que alguns dels meus amics €els
agradaria que treballés menys amb aquest esperit. Pero aixd no succeira mai;
no puc trobar plaer en resultats fragmentaris, i un treball en el que no hi trobo
plaer m'és un turment.

Bona part del pensament resumit en aquestes cartes s expressa en |’ epitafi de la tomba
de Gauss
Pauca, sed matura,

és a dir, «poc, perd madur». Les Disguisitiones generales exemplifiquen perfectament

aquest lema, mentre que la decisié de no publicar les seves reflexions a voltant de
I’ axioma de les paral -|el es seria una mostra dels perills a -ludits en la carta a Encke.

25



Per acabar aguesta dissertacio vull referir-me a unes paraules de A. Einstein, de
principis dels anys’ 50, sobre les Disquisitiones generalsrecollides per Dunnington,

El millor que ens ha llegat Gauss va ésser una produccié exclusiva. S no
hagués creat la seva geometria de superficies, que va servir a Riemann com a
base, és dubtosament concebible que algu altre I’hagués descobert. No puc
deixar de confessar que, en certa manera, es pot trobar un plaer similar sumint-
nos en les quiestions de la geometria pura.
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