Diagonalizacién
Ejemplos introductorios. Sea f: Ms(R) — M3(R) la aplicacién lineal definida por

m— (@ Py = (1502004 9c+12d 100+ 15b — 6e — 9d
e d “\ —18a—24b+12¢+16d 12a+18b—8c—12d )

Esta aplicacién parece complicada. Por ejemplo, trabajando en la base natural N de M»(R) dada por

1 0 0 1 0 0 0 0

la matriz de la aplicacién es el siguiente monstruo:

—-15 =20 9 12
10 5 -6 -9
—18 —-24 12 16
12 18 -8 —12

Sin embargo, la aplicacién f no es tan complicada como parece cuando nos sacamos de la manga la
base U de M»(R) dada por

(2 4 (-1 (-1 1 (2 4
=1y 9 2= _9 9 =111 a=1 9 _1 )

Resulta sencillo comprobar que la imagen de cada uno de estos elementos es un multiplo del propio
elemento. Concretamente, si Ay =1, Ao = —1, A\3 =2y \y = —2, entonces

A= M) -

flur) = Mur = wu flu2) = Xoug = —ug f(us) = Asuz = 2us flug) = Xug = —2uy.

Por tanto, la matriz del endomorfismo f en la base U es diagonal:

A0 0 0 1 00 0
im0 0 0| o 10 o0
D=Mz()=1 "9 0 x o |=|0 02 o

0 0 0 X\ 0 0 0 —2

Ejercicio. Ver que SD = AS, si S es la matriz del cambio de base que pasa de base U a base N:
2 -1 -1 2

-1 1 1 -1
4 -2 -1 2

-2 2 1 -1

S=cCY=

(Indicacién: No es necesario matarse haciendo el célculo, basta recordar que M (f) = C MY (f)C¥.)
Asi pues, hemos diagonalizado f. De paso, hemos comprobado que f es diagonalizable, es decir, que
se puede diagonalizar. Obviamente, esto plantea las siguientes preguntas:

= ;Todos los endomorfismos son diagonalizables?
= En caso negativo, jcémo se sabe si un endomorfismo dado es (o no) diagonalizable?
= Finalmente, cuando ya sabemos que un endomorfismo es diagonalizable, ;cémo se diagonaliza?

La primera respuesta es no, ya que el endomorfismo f : R? — R? cuya matriz en la base natural es
0 0
_ N —
no es diagonalizable. Si lo fuera, existirfan una matriz diagonal D y una matriz invertible S,
(M0 v _[a B
D( " A2> scN<7 ;

. )\104 )\25 o o o 0 0
talesque(A17 )\25>—SD—JS—<Q ﬁ>'

Ejercicio. Comprobar que eso es imposible.



2 Depositado en http://www.mal.upc.edu/~rafael/al/diagonalizacion.pdf

Diagonalizacion de matrices versus diagonalizaciéon de endomorfismos. Sea f : E — E un
endomorfismo de un K-ev de dimensién n. Sea A € M, (K) la matriz de f en alguna base de E. El
problema de diagonalizar el endomorfismo f es similar al problema de diagonalizar la matriz A, ya
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Existe una base U = (uy,...,u,) de E y unos escalares Ay, ..., A, € K tales que
f(Uj):)\ju]' j:l,...,n.

» Existe una base U de E tal que la matriz M (f) es diagonal.

» Existen en M, (K) una matriz diagonal D y una matriz invertible S tales que SD = AS.

Cuando estas condiciones se verifican diremos que f (y A) son diagonalizables.
Sélo hablaremos de matrices pues son mas sencillas que los endomorfismos. Cuando nos pidan
trabajar con un endomorfismo realizaremos los siguientes pasos:

1. Calcular la matriz del endomorfismo en alguna base adecuada.
2. Estudiar la diagonalizacion de esa matriz.
3. Trasladar los resultados al contexto inicial.

El polinomio caracteristico. VAPs y VEPs. Si A € M,,(K), su polinomio caracteristico es
Qa(t) = det(A —tId) € K,[t].

Las raices de Q(t) son los valores propios (VAPs) de la matriz A. El conjunto de todos los VAPs es

el espectro de la matriz y se escribe o(A). Si A es un VAP de A, el sev E\ = Nuc(A — Ald) C K™ es el

sev propio asociado al VAP A. Los vectores propios (VEPs) de un VAP X € g(A) son los vectores no

nulos de E). La traza de una matriz es la suma de los elementos que estan situados en la diagonal de
la matriz y se escribe traza A.

Ejercicio. Calcular el polinomio caracteristico, los VAPs y los VEPs de las matrices

3 1 3 1 1 2
A= 0 2 2 B=|11 3
0 01 0 00

Las principales propiedades del polinomio caracteristico, los VAPs y los VEPs son las siguientes.
= A es invertible si y sélo si 0 € o(A).

A€ og(A) & det(A — Nd) =0 < rango(A — MId) < n < Nuc(A — AId) # 0 < A tiene VEPs.

= Un vector v € K" es un VEP de VAP X de la matriz A si y sélo si Av=Avyv#D0.

» gr[Qa(t)] =n, luego A no puede tener més de n VAPs diferentes.

= SiQa(t) =gqo —qit + -+ (=1)""gu-1""" + (—1)"g,t", entonces:

qo = det A Qqn_1 = traza A qn = 1.

l
Jj=1

= Si Qa(t) descompone totalmente en K, es decir, si Q4 (t) =[]
y a1,...,q; € Ny entonces 0(A4) = {A1,...,\i} y
o det A= H3:1 )\?j = producto de todos los VAPs repetidos segiin multiplicidad.

(Aj—t)% con Aq,..., N €K

o traza A = 22:1 a;jAj = suma de todos los VAPs repetidos segtin multiplicidad.
Repetido segtin multiplicidad significa que un VAP doble aparece 2 veces, uno triple 3 veces,
etc.

= Varios de estos objetos son invariantes por cambios de base. Si B = S~1AS, entonces

QRp(t) =Qa(t) o(B) =0(A) det B=det A traza B = traza A.

= Los VAPs de una matriz diagonal (o triangular) son los elementos de la diagonal de la matriz.
= VEPs de VAPs diferentes siempre son li: Si Aq,..., A\ son VAPs distintos de A, entonces la
suma Ey, @ --- @ Ej, es directa.
w T2 de Cayley-Hamilton: Qa(t) = qo+qit+- -+ qut" = Qa(A) := gold+q A+ -+¢, A" = 0.
FEjercicio. Como Q4(t) = det(A—tId), vemos que Q4(A) = det(A—A-1d) = det(A—A) = det(0) = 0.
[ Por qué esta demostracién del Teorema de Cayley-Hamilton es incorrecta?
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Ejercicio. Encontrad ejemplos que pongan de manifiesto las siguientes afirmaciones.

1. traza(AB) # (traza A) - (traza B).
2. Existen matrices reales sin ningtin VAP real.

Problemas relacionados. 4y 17.

El criterio de diagonalizacién. Buscamos condiciones necesarias y suficientes para que una matriz
cuadrada A € M, (K) diagonalice sobre el cuerpo K. En la mayorfa de los casos K=R o K = C.

Si A € o(A), sus multiplicidades algebraica y geométrica se definen como:

= ma(A\) = multiplicidad de A como raiz del polinomio Q 4(t).

= mg(A) = dim E) = dim[Nuc(A4 — AId)] = n — rango(A4 — AId).

Es decir, ma(A) es el exponente del factor (¢ — A\)® en la factorizacién del polinomio caracteristico,
mientras que mg(A) el nimero de VEPs li de VAP A. Estas multiplicidades satisfacen la desigualdad

1 < mg(A) <ma(A) VA € o(A).
Finalmente, el criterio de diagonalizacion establece que A es diagonalizable sobre K si y sélo si:

1. Su polinomio caracteristico descompone totalmente en K: A € K para todo A € o(A4).
2. Las multiplicidades algebraicas y geométricas coinciden: mg(A) = ma(\) para todo X € o(A).

Problemas relacionados. 1,2y 3.

El algoritmo de diagonalizacién. El algoritmo estdndar para estudiar la diagonalizaciéon de una
matriz A € M, (K) y, cuando sea posible, encontrar una matriz diagonal D € M, (K) y una matriz
invertible S € M, (K) tales que SD = AS, consta de los siguientes pasos.
1. Calcular y factorizar el polinomio caracteristico Q 4 (t).
2. Siexiste A € 0(A) tal que A € K, entonces A no diagonaliza en K.
3. Comparar las multiplicidades algebraicas y geométricas de los VAPs. Si existe A € o(A) tal
que mg(A\) < ma(\), entonces A no diagonaliza (en nigin cuerpo).
4. (Cuando A = (a,;) diagonaliza y tiene VAPs A1,..., \; € K de multiplicidades a1, ...,a; € N.)
Para cada VAP A = );, tenemos que encontrar o« = a; VEPs li de VAP A resolviendo el sistema
homogéneo con a grados de libertad:

air — A a2 e a1n 1 0
as1 Qg2 — A - a2y, T 0
an1 an2 S pp — A Tn 0

5. D se construye poniendo los VAPs en la diagonal, repetidos segin multiplicidad.
6. S se construye poniendo los VEPs por columnas, en el mismo orden que los VAPs en D.
7. Comprobar que SD = AS. (Opcional.)

Problemas relacionados. 5, 6, 7, 8 y 11.

Trucos. Los siguientes trucos pueden ayudarnos en algunas ocasiones.

= Matando ecuaciones al calcular VEPs. Cuando buscamos o VEPs li de VAP A resolviendo el
sistema homogéneo anterior, conviene recordar el grado de libertad de ese sistema es «. Por
tanto, al escalonar el sistema para resolverlo, tienen que desaparecer exactamente o ecuaciones.
Es decir, una ecuacién si el VAP es simple, dos si es doble, tres si es triple, etc.
» Los VAPs simples son inofensivos. Si ma(A) = 1, entonces mg(A) = ma(\). En particular, las
matrices sin VAPs miltiples siempre diagonalizan.
= Diagonalizando en K = C. Si estamos estudiando una matriz real A, debemos tener en cuenta
las siguientes propiedades:
e El conjugado de un VAP de A, también es un VAP de A: )\ € 0(A) <= X € o(A).
e El conjugado de un VEP de A, es un VEP del VAP conjugado: v € Ey <= v € Ix.

e Las multiplicidades no cambian al conjugar: ma(\) = ma()) y mg(A\) = mg()).
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Estas propiedades son ttiles, ya que permiten reducir el trabajo a la mitad. Al estudiar un
VAP, automaticamente tenemos la informacién de su conjugado.

1 —-12 —-14
FEjercicio. Diagonalizar en los complejos la matriz A = | 1 2 -3 |.(c(A) ={1,+5i}
1 1 =2

y una base de VEPs es v; = (25,—7,6)", vo = (26,1 +5i,1+5i) y v3 = 3.)
» Cazando VAPs. La traza y del determinante pueden servir para cazar algunos VAPs. Ejemplo:
si A € M5(R) es tal que 3 € 0(A) = {A1, A2, A3}, det A =9 y traza A = 7, entonces
Ao + A3 = (traza A) — A\ = 4 Aoz = (det A)/ N =3
luego A1 = Ao =3y A3 =1.
Ejercicio. Sea A € My(R) tal que 3+ 2i € 0(A) y det A = traza A = 0. Encontrar los VAPs.

= Cazando VEPs. Para calcular los VEPs de un VAP ), tenemos que calcular el ntcleo de la
matriz A — AlId. El nicleo se puede encontrar escalonando o a vista si somos capaces de ver
las cl de columnas de la matriz A — A\Id que se anulan. Por ejemplo, el nicleo de la matriz

1 3 7 0

(c1lesleslea) = 2 6 14 7
C1|C2|C3|Cq) — 1 -3 -7 _3

0 0 0 0
contiene a los vectores u = (3, —1,0, O)T yv=(7,0,—1, O)T, ya que la columnas cumplen las

relaciones co = 3¢y y ¢3 = Tcq.
= Inversas por Cayley-Hamilton. Si la matriz A es invertible y Q4 (t) = qo+qit+qot?+- - -+ qnt™,

Qa(A) =0 = gld+qA+g@pA*+ +¢gA"=0

= —qld=qA+@A*+ 4+ ¢A" =A(qld+ @A+ + ¢, A" ")

= A'=—(qld+ @A+ - +¢A"") /q.
Ejercicio. jDénde falla este método para cacular inversas cuando la matriz A no es invertible?
Problema relacionado. 10, apartado a).

» Potencias de matrices. Si D = diag(\1,...,\,) = STLAS, entonces
AP = SDFS™ = S . diag (A},...,A\L)-S7'  VkeN.

Cuando la matriz A es invertible, D también lo es pues todos los VAPs son diferentes de cero
y la férmula anterior se puede usar para toda k € Z.
Problema relacionado. 10, apartado c).

= Fcuaciones con matrices. La diagonalizacion es 1util, entre otras cosas, para resolver ecuaciones
con matrices que de otra forma serian tremendamente complicadas. Por ejemplo, supongamos
que queremos calcular las raices k-esimas de una matriz diagonalizable A € M, (C). Es de-
cir, buscamos todas las matrices B € M, (C) tales que B* = A. Aplicando el algoritmo de
diagonalizacién anterior calculamos una matriz diagonal D € M,,(C) y una matriz invertible
S € M, (C) tales que D = diag(\1,...,\,) = S™1AS. Entonces,

B:W:S%S*lzs.diag({‘/ﬂ,...,W)-S*l.

As{ pues, una matriz diagonalizable con p VAPs no nulos (contados con multiplicidad) tiene
al menos kP raices k-ésimas en los complejos.

Este método sirve para calcular cosas mas complicadas, como el coseno o el logaritmo de
una matriz, pero eso es otra historia.

Problema relacionado. 13.
Problemas para no dormir. 9, 12, 14, 15, 16, 17 y 18.



