Jordan

Ejemplo introductorio. Sea f : Rs[z] — Rs[z] el endomorfismo definido por
[ P(z)— 2P(x) + P'(z) + P"(z) + P" ().

La matriz de f en base natural N de R3[z] es

2 1 2 6
02 2 6
00 0 2

Vamos a intentar diagonalizar este endomorfismo. Como la matriz A es triangular, resulta facil
calcular el polinomio caracteristico: Q¢(t) = (2 — t)*. Por tanto, A = 2 es el tinico VAP de f.

Un polinomio P(r) = ag + a1z + a2z? + azx® es un VEP de VAP X\ = 2 del endomorfismo f si y
s6lo si 2P(x) + P'(z) + P"(x) + P"'(z) = f(P(z)) = 2- P(x), o sea, si y sblo si
(2ag + a1 + 2as + 6a3) + (2a; + 2a5 + 6a3)x + (2az + 3a3)x? + 2a32> = 2a¢ + 2017 + 2ax2> + 2a32>.
Resolviendo el sistema resultante, obtenemos que ag = a3 = a; = 0y ag € R queda libre. Asi pues,
A = 2 es el inico VAP de f y los polinomios de grado cero son sus tinicos VEPs: Nuc(f —2-Id) = R[],
de forma que ma(2) = 4 y mg(2) = dim[Nuc(f — 2-Id)] = 1. Por tanto, f no diagonaliza.

Transcurridos unos (breves) momentos de pdnico, decidimos que no estd todo perdido y buscamos

una base en la cual la matriz de f quede lo méas simple posible, aunque no sea una matriz diagonal.
Concretamente, nos sacamos de la manga la base U de Rs[z] formada por los polinomios

Pi(zx) =2  Py(x)=6+62+32> Py(x)=12+6z  Py(z)=6.

Resulta sencillo comprobar que las imdgenes de los elementos de esta base son:

f(Pi(x)) = A-Pi(z)+ Pa(z) =2 Pi(z) + Py(x)
f(P2(x)) = X Po(x) + Ps(w) =2 Pa(x) + P3(2)
f(P3(x)) = X-Ps(x)+ Py(x) =2 P3(x) + Py(x)
Por tanto, la matriz del endomorfismo f en la base U es:
A0 0 O 2000
I=MED={ 0 1 30|l 120
00 1 X 0 0 1 2

donde A = 2 es el inico VAP del endomorfismo f.

Ejercicio. Ver que SJ = AS, si S es la matriz del cambio de base que pasa de base U a base N:

06 12 6
v o6 60
S=Cv=193 0 0

10 00

(Indicacién: No es necesario matarse haciendo el célculo, basta recordar que MY (f) = CY MY (f)C¥.)

Antes de pasar a las definiciones, observamos que una base V = (Q1(z), Q2(x), Qs3(x), Q4(x)) de
R3[z] cumple que MY (f) = J si y sélo si
Q2(z) = (f—A-1d)(Q1(x))
Qs(x) = (f =X 1d)(Qa2(2)) = (f = X 1d)*(Qu())
Qa(x) = (f= X -1d)(Qs(x)) = (f — X-1d)*(Qi ().

Es decir, la eleccién del primer elemento Q1(z) de la base V', determina el resto de la base.
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Ejercicio. jEntender bien esto! A continuacién, comprobar que se obtiene a partir de Q(z) = 22.

(Respuesta: Qa(z) =2+ 2z, Q3(z) =2y Qa(z) =0, luego V no es una base. jQué mala suerte!)

Bloques de Jordan, matrices de Jordan y bases de Jordan. Dado un escalar A € K y un
natural r € N, J,.(\) denotard la matriz r X r cuyos elementos diagonales son igual al escalar A, cuyos
elementos subdiagonales son igual a uno y el resto son nulos. Por ejemplo,

XN 0 0 A0 0 0

A0 1 A0 0

AN =) LN =( 7 JsAN=[1 x o0 LN=1 4 1 x o
01 A 0 0 1 A

Las matrices de la forma J.()\) son bloques de Jordan. Las matrices diagonales por bloques, cuyos
bloques diagonales son bloques de Jordan, son matrices de Jordan. Por ejemplo, hay seis tipos diferentes
de matrices 3 x 3 de Jordan, a saber:

D =diag(\,\,\) D’ =diag(\,\, ) D" = diag(\, u,n)
T=Js(\) J = diag(Ja(\),\) J” = diag(J2(M), ).

Tradicionalmente, el orden de los bloques no se tiene en cuenta. Por ejemplo, se considera que las
matrices diag(J2(A), ) y diag(), Jo(\)) representan la misma forma reducida de Jordan.

Si tenemos un endomorfismo f : E — E y una base U del ev E tal que J = MY (f) es una matriz
de Jordan, diremos que J es la matriz de Jordan de f o también que es la forma reducida de Jordan
de f, mientras que U es una base de Jordan de f. Estas definiciones plantean las siguientes preguntas:

= ;Es verdad que todos los endomorfismos tiene una (inica) matriz de Jordan?
= ;Cémo se calcula la matriz de Jordan de un endomorfismo?
= ;Cémo se calcula una base de Jordan de un endomorfismo?

Jordan de matrices versus Jordan de endomorfismos. Sea f : E — F un endomorfismo de un
K-ev de dimensién n. Sea A € M,,(K) la matriz de f en alguna base de E. El problema de encontrar la
forma reducida de Jordan del endomorfismo f es similar al problema de encontrar la forma reducida
de Jordan de la matriz A, ya que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Existe una base U = (uy,...,u,) de E, unos escalares \i,...,\, € K y otros escalares
Y,y Yn—1 € {0,1} tales que
flur) = Aug +yue
fluz) = Agua + yous
flun—1) = Ap1Un—1+ Yn-1Un
flun) = Apug.

= Existe una base U de E tal que la matriz M (f) es de Jordan.
» Existen en M, (K) una matriz de Jordan J y una matriz invertible S tales que SJ = AS.
Sélo hablaremos de matrices pues son més sencillas que los endomorfismos. Cuando nos pidan
trabajar con un endomorfismo realizaremos los siguientes pasos:
1. Calcular la matriz del endomorfismo en alguna base adecuada.
2. Estudiar la forma reducida de Jordan de esa matriz.
3. Trasladar los resultados al contexto inicial.

Sev invariantes, restricciones y diagonalizacién por bloques. Sea f : E — E un endomorfismo
de un K-ev, U = (uy, ..., u,) una base de Ey A = MY (f) la matriz del endomorfismo f en la base
U. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Lossev F = [uy,...,u:] y G = [tyg1,-..,Uy,] son invariantes por el endomorfismo f.

» Existen unas matrices B € M, (K) y C € M,,_.(K) tales que A = < ﬁ g >
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Por tanto, existe una relacién entre los sev invariantes y la diagonalizacion por bloques. Esto hace que
la bisqueda de sev invariantes sea uno de los aspectos claves de este tema. A nivel tedrico, efectuaremos
esta busqueda en dos pasos:

= En el Primer Teorema de Descomposicion, asociaremos a cada VAP un gran sev invariante.
= En el Sequndo Teorema de Descomposicion, trocearemos esos sev invariantes en otros menores.

A nivel practico, daremos un algoritmo que resuelve completamente el problema de una sola tacada.
A continuacion, listamos otras propiedades interesantes de los sev invariantes.

= La suma e interseccion de sev invariantes también son sev invariantes.

= [u] es un sev invariante por f siy sélo si u es un VEP de f.

= Si A esun VAP de f, entonces el sev propio Ey = Nuc(f — A-1d) es invariante por f.
s Si Q(t) € K[t], entonces los sev Nuc[Q(f)] e Im[Q(f)] son invariantes por f.

FEjercicio. Sea f : E — E un endomorfismo y U = (uq,u2, us, us) una base de E. Supongamos que
los sev F = [u1,uz,u3) y G = [u2,us,us] son invariantes por f y sea A = MY (f) = (a;;) la matriz
del endomorfismo f en la base U. ;Qué elementos de la matriz A podemos afirmar que son nulos?
(Respuesta: aq1,a12, a4z, 413, 443, G14.)

Sea f : E — FE un endomorfismo y F un sev invariante por f. Entonces podemos definir el
endomorfismo fjp : F' — F tal que

fir(v) = f(v) Yv € F.
Esta aplicacién es la aplicacion restriccion de f en F.

Ejemplo. Sea f : Rs[r] — Rg[z] la aplicacién de la introduccién y sea F' = Ry [z]. Resulta que F' es un
sev invariante por f. Ademads, la matriz de la restriccién fir en la base W del sev F' formada por los
polinomios Ps(z) =12+ 6z y Ps(x) =6 es

e = (5 5).

El polinomio minimo. El polinomio minimo de una matriz A € M, (K) es el polinomio ménico de
grado minimo Py4(t) tal que

Pa(A) = 0.

Ejercicio. Probar que la definicién anterior es correcta. Es decir, probar que no pueden existir dos
polinomios diferentes ménicos de grado minimo que anulen a la matriz A.

Las principales propiedades del polinomio minimo son las siguientes.

» Las raices del polinomio minimo coinciden con los VAPs: A € 0(A) < P4 (\) = 0.

= El polinomio minimo divide a los polinomios que anulan a A: Q(A) = 0 = P4(1)|Q(1).

= El polinomio minimo divide al polinomio caracteristico: Py (t)|@Q(¢).

= gr[Pa(t)] < gr[@a(t)] = n.

= Si Q4(t) descompone totalmente en K, es decir, si Q4 (t) = [T (Aj—t)% con Aq,..., N €K

j=1
y ai,...,0q € N entonces
o Py(t) = H§:1(t — ;)% con 1 < B; <aj paratodaj=1,...,1
e La matriz A diagonaliza si y sélo si 3; =1 para toda j =1,...,1.

= El polinomio minimo es invariante por cambios de base: B = S™1AS = Pg(t) = Pa(t).
Ejercicio. Calcular el polinomio minimo y el polinomio caracteristico de las matrices
D = diag(\, A\, \) J = J3(N\) J' = diag(J2(N), \).
(Respuesta: Qp(t) = Qu(t) = Qu(t) = (A—1)3, Pp(t) =t — X\, P;(t) = (t = A3y Pp(t) = (t — N)?2)
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Primer Teorema de Descomposicién. Sea f : E — E un endomorfismo de un K-ev tal que su
polinomio caracteristico descompone totalmente en K: Q¢(t) = H;Zl()\j —t)%. Aqui, Ay,..., €K
son los VAPs de f y los exponentes aj, ..., a; € N son sus multiplicidades algebraicas: ma()\;) = «;.
Vamos a descomponer F como una suma de sev invariantes asociados a los diferentes VAPs del

endoznorﬁsmo f. Sea Pf(t) = H§:1(t —Aj)% el polinomio min_imo, con 1 < B; < aj. Sabemos que los
sev Ej = Nuc(f — A; - Id)* son invariantes. Sean f; = f\B, + Ej — Ej sus restricciones. Entonces:

L] dimEj:ajij:Nuc(f—Aj~Id)'f)f. B

= La primera descomposicién es: £ = E; @& --- @ Ej.

= Q7 (t) = (N — 1) y Py, (t) = (t = X)),

Segundo Teorema de Descomposicién. A lo largo de esta seccién supondremos que estamos en
las siguientes hipétesis. Sea f : E — E un endomorfismo tal que dim E = o, Qe(t) = A —t)*y
Pg(t) = (t - A)?, con 1 < 8 < a. Es decir, E es como los sev invariantes que acabamos de obtener en
la primera descomposicién. Queremos descomponer E en sev invariantes mas pequenos.

Si calculamos las dimensiones k; = dim[Nuc(f — X -1d)’], para j = 1,..., 3, resulta que

1<mg\) =k <ky<---<kg=a=ma(\).

Después, dibujamos un diagrama de cajas con ki cajas en el primer piso, ko — k1 cajas en el segundo,
ks — ko en el tercero, etc. El exponente o« = ma()\) del polinomio caracteristico es igual al nimero
total de cajas del diagrama, el exponente (3 del polinomio minimo da la altura del diagrama y la
multiplicidad geométrica p = k1 = mg(\) es igual al ndmero de cajas del primer piso. El diagrama
estard escalonado, es decir, un piso no puede contener mas cajas que el inferior.

Sea 4; la altura de la columna j. Entonces 8 =61 > d2 > -0, > 1y 61 + -+ 4+ 6, = a. En estas
condiciones, existen p vectores uq,...,up, € E tales que los a vectores

Ui, (f:_ A Id)(ul)a teey (f:_ A Id)51—1(u1)
ug, (f — A-1d)(u2), ..., (F = A-1d)%2 7 (ug)
Up, (f=X- Id)(up), . . ., (f =X\ Id)‘sp*l(up)
forman una base de £ y la matriz de la aplicacién f en esta base es la matriz de Jordan
J = diag(Js, (A), ..., s, (N)).

En particular, los sev Fj = [u;, (f — A 1d)(wy), - - -, (f = A-1d)%~Y(uy)], j =1,...,p, son invariantes

por f y la segunda descomposicién es & = F; @ --- @ F,.

FEjercicio. Probar que f es diagonalizable si y sélo si 3 = 1. Probar que un endomorfismo general
f+ E — E cuyo polinomio minimo es Py(t) = Hézl(t—kj)ﬁj diagonaliza siy sélosi fy =--- = = 1.

Problemas relacionados. 1,2y 3.

Una pregunta natural es jcémo se encuentran los vectores uy, ..., u, € 7 Es decir, jcudndo forman
una base los a vectores anteriores? Respuesta: Si y sélo si los p vectores

(f = A1) ), (F = A 10)%2 " (ua), - (F = A1) (uy)

son li. Ademds, estos p vectores son una base del sev propio E\ = Nuc(f — A -1d). En particular, son
VEPs de VAP X del endomorfismo f.

Un truco 1til consiste en colocar cada uno de estos « vectores en una de las « cajas del diagrama,
siguiendo una reglas faciles de recordar que explicaremos en la proxima seccion.
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El algoritmo de Jordan. El algoritmo estandar para calcular la forma de Jordan J de una matriz
A € M, (K) cuyo polinomio caracteristico descompone totalmente consta de los siguientes pasos.

1. Calcular y factorizar el polinomio caracteristico: Q4 (t) = H;Zl()\j — )%,
2. Para cada VAP A = \; de multiplicidad algebraica oo = «;, tenemos que:
a) Calcular las dimensiones k; = dim[Nuc(A — X -1d)7], j = 1,..., (3, siendo J el primer
numero tal que kg = a.
b) Dibujar el diagrama de cajas con ki cajas en el primer piso, ko — k1 cajas en el segundo,
ks — ko en el tercero, etc. El diagrama tiene « cajas, 8 pisos y k1 columnas.
¢) A cada columna del diagrama, le asociamos el bloque de Jordan Js(\), donde § es la
altura de la columna.

3. La matriz de Jordan J tiene todos los bloques anteriores en la diagonal.
Si ademds queremos encontrar una matriz invertible S € M, (K) tales que SJ = AS, entonces:

4. Situamos un vector en cada caja de los diagramas anteriores del siguiente modo:
a) FEscoger el techo. En la caja superior (techo) de cada columna ponemos cualquier vector
u € Nuc(A — X -1d)° tal que u ¢ Nuc(A — X - 1d)°~1, siendo A el VAP de ese diagrama y
0 la altura de esa columna.
b) Bagjar al suelo. En el resto de cajas de la columna colocamos los vectores

(A=A Td)(w), (A = A T4 (), (4 = X Td) " (w)

de arriba a abajo, donde u es el vector que hemos situado en la caja superior.
¢) Comprobar el suelo. Los vectores de las cajas inferiores (suelo) deben ser li. (Ademads, son
VEPs.) Si no, cambiamos algunos vectores del techo y repetimos los pasos (b) y (c).
5. Esos vectores, ordenados de arriba a abajo y de izquierda a derecha, son una base de Jordan.
6. S se construye poniendo los vectores de la base de Jordan por columnas.
7. Comprobar que SJ = AS. (Opcional.)

Problemas relacionados. Clasificamos los problemas de calculo de Jordan en 4 tipos, segun dificultad:

= Jordan con un tnico bloque: 5c, 5e, 6b y 16a.

= Jordan con varios bloques, pero con un tnico VAP: 4, 5a, 5b y 5d.
= Jordan con varios VAPs: 5f.

= Jordan con parametros: 6a.

Trucos. Los siguientes trucos pueden ser ttiles en ocasiones:

» VAPs de multiplicidad geométrica igual a uno. Si A es un VAP tal que ma(\) = ay mg(A) =1,
entonces 3 =ay kj = j para j =1,..., 3. Es decir, el diagrama de A sélo tiene una columna.

= Simplificando el cdlculo de 3. Sea A un VAP tal que ma(\) = «. Supongamos que al calcular
las dimensiones k; = dim[Nuc(4 — X - Id)7], j > 1, vemos que una de ellas es ks = a — 1.
Entonces no hace falta seguir, pues kg = ks11 = . Es decir, cuando sélo nos queda una caja,
s6lo podemos colocarla en un sitio: encima de la pentltima.

s Matrices con un unico VAP. Si la matriz A € M, (K) tiene un tnico VAP: o(A) = {\},
entonces Qa(t) = (A — 1)y Ps(t) = (t = A\)P con n = a > # > 1. En este caso, siempre
podremos conseguir que el primer vector de la base de Jordan sea un vector de la base natural
N = (e1,...,e,). Basta encontrar e; tal que (A — X -1d)?~te; # 0. (Ejemplo: Problema 4.)

= ;Cudntos VEPs tiene una base de Jordan? Los vectores del suelo son VEPs y el resto no. Por
tanto, basta contar las cajas del suelo.

= Obteniendo informacion del polinomio minimo y similares. Veamos dos ejemplos:

e Sea f : E — E un endomorfismo tal que f3 = 4 - f. Es decir, el polinomio P(t) =
3 — 4t = t(t — 2)(t + 2) anula a f, luego Ps(t)|P(t). Esto implica que todos los factores
del polinomio minimo son simples y, por tanto, f diagonaliza. Si ademds sabemos que
f?#4-1d, entonces Pr(0) =0y f no es invertible.
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e Sea f : E — E un endomorfismo tal que f?2 —2- f +Id = 0. Es decir, el polinomio
P(t)=t>—2t+1=(t—1)% anula a f, luego Py(t)|P(t). Por tanto, el tinico VAP de f es
A = 1. Si ademés sabemos que f # Id, entonces Pf(t) = (t—1)? y f no es diagonalizable.

Calculo de sev invariantes. Una vez hemos encontrado una base de Jordan poniendo un vector
en cada caja del diagrama, resulta sencillo encontrar varios sev invariantes, aunque no todos. La idea
consiste en buscar sev invariantes que esten generados por algunos vectores de la base de Jordan. La
cuestién es jcémo se escogen los vectores de la base de Jordan de forma que el sev que generen sea
invariante? La respuesta es la siguiente: Si cogemos un vector de la base de Jordan, también tenemos
que coger todos los vectores de la base de Jordan situados en las cajas inferiores de esa columna.

Ejercicio. Probar que esto funciona.
Problemas relacionados. 7y 11.

Equivalencia de matrices o endomorfismos. Decimos que dos matrices A, B € M,,(K) son equi-

valentes cuando existe una matriz invertible S € M, (K) tal que B = S7'AS. Es decir, cuando

puede pasar de una a otra mediante un cambio de base. En tal caso, escribiremos el simbolo A ~ B.

(Desafortunadamente, es el mismo simbolo que el usado cuando se escalona una matriz mediante trans-

formaciones elementales, pero son cosas diferentes.) Anédlogamente, decimos que dos endomorfismos

f.9: E — E son equivalentes cuando existen dos bases U y V del ev E tales que MJ (f) = MY (g).
Los resultados principales relacionados con matrices equivalentes son:

» A~ B& Jy =Jp, donde J4 y Jg son las formas de Jordan de A y B.

= A~ B=det A=det By traza A = traza B.

» A~ B=Qal(t) =Qp(t)y Pa(t) = Ps(t).
Asi pues, matrices con diferentes determinantes (o trazas, o polinomios caracteristicos, o polinomios
minimos) no pueden ser equivalentes. Estos resultados también son véalidos para endomorfismos.

Problemas relacionados. 8,9 y 10.

Problemas para no dormir. 12, 13, 14, 15, 16b y 17.



