Polinomios

Primeras definiciones. En este tema K denota al cuerpo de los ntimeros reales R o al cuerpo de los
nimeros complejos C. Un polinomio de una variable x con coeficientes en K es una expresion del tipo

n
P(z)=po+piz+ - +puz" = pjz’  pn#0
=0

donde pg, p1, ..., pn € K. Usaremos las siguientes notaciones:

= El término independiente es po = P(0).

» Kl coeficiente principal es p,.

= El polinomio es mdnico cuando p, = 1.

= Si no es moénico, podemos normalizarlo, es decir, convertirlo en ménico dividiéndolo por p,,.
= El grado del polinomio es n y escribiremos gr[P(z)] = n. (El polinomio nulo no tiene grado.)
= K[z] denota al conjunto de polinomios con coeficientes en K.

= K, [z] denota al conjunto de polinomios con coeficientes en K de grado menor o igual que n.

Las operaciones bésicas para trabajar con polinomios son la suma de polinomios, el producto por
escalar v el producto de polinomios. Una manera compacta de listar las propiedades de las primeras
operaciones consiste en decir que (K[z], +, ) es un K-ev y K, [z] es un sev de dimensién n+ 1 de K[z].
El producto de polinomios es una operacién asociativa, conmutativa y posee elemento neutro (jcudl?).

La relacion de estas operaciones con el grado es la siguiente:

= gr[P(z) + Q(x)] < max { gr[P(x)], gr[Q(x)]}.
= gr[P(z) - Q(z)] = gr[P(z)] + gr(Q(z)].
» gr[A- P(z)] = gr[P(z)], para todo 0 # A € K.

Divisién entera de polinomios. Ya sabemos que es la divisién de niimeros enteros, en la cual se
obtiene un cociente y un resto. Por ejemplo, al dividir p = 37 entre ¢ = 5 se obtiene un cociente
¢ =7y un resto r = 2. Cuando el resto da cero, decimos que la division es exacta y entonces p es un
multiplo de ¢. Por ejemplo, p = 35 es un miiltiplo de ¢ = 5. Se puede hacer lo mismo con polinomios.
En el Teorema de la Division Entera de Polinomios se afirma que dados dos polinomios P(x) y

Q(z) (lamados dividendo y divisor), siendo Q(z) no nulo, existen dos tinicos polinomios C'(z) y R(x)
(lamados cociente y resto) tales que:

= P(x) = Q(x) - Clx) + R(z) y

= O bién R(z) = 0, o bién gr[R(z)] < gr[Q(z)].
Cuando el resto de la divisién sea nulo (es decir, si la divisién es ezacta), diremos que Q(z) es un
divisor de P(x), P(z) es un mailtiplo de Q(z) y escribiremos el simbolo Q(z) | P(z).

Ejercicio. Probar que las siguientes divisiones enteras son correctas.
a) P(z) =2+ 1,Qx) =2 +1=Ca) =2 —2°,R(x) =2+ 1= 2% +1 f2% + 1.
b) P(z) =2%+1,Q(z) =2°+1= C(z) =23 —2?"+28 -2+ 1, R(z) = 0= 2% + 1 |2*® + 1.
Ejercicio. Sea A € K tal que A # 0. Probar que:
= Si Q(z) es un divisor de P(x), el polinomio A - Q(x) también es un divisor de P(x).
= Si P(z) es un multiplo de Q(z), el polinomio A - P(z) también es un multiplo de Q(x).

Problema relacionado. 10.

MCD y MCM. Al igual que en el parrafo anterior, pensar primero en nimeros enteros ayuda a
entender las definiciones y resultados que se dan a continuacion.

Dados dos polinomios P(z) y Q(z), su mdzimo comin divisor D(xz) = m.c.d.[P(x),Q(x)] es el
polinomio ménico del mayor grado posible que es un divisor de P(z) y Q(z), mientras que su minimo
comin miltiplo M(z) = m.c.m.[P(z), Q(x)] es el polinomio mdénico del menor grado posible que es
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un multiplo de P(z) y Q(z). Diremos que los polinomios P(z) y Q(z) son primos entre si cuando
D(z) = 1. Si p, es el coeficiente principal de P(z) y ¢, es el coeficiente principal de Q(x), entonces

P(z) - Q(x) = pn - gm - D(x) - M(2).
Ademis, se cumple la identidad de Bézout:
VP(z),Q(z) € K[z] TPi(z),Q1(x) € K[z] t.q. D(z) = Pi(x) - P(z) + Q1(z) - Q(x).
Estos polinomios Pj(x) y Q1(x) no son unicos. No vamos a probar ni la existencia y unicidad de los
polinomios D(x) y M (x), ni la existencia de los polinomios P;(z) y Q1(x). Sin embargo, describiremos

el algoritmo de Euclides que sirve para calcularlos. La idea fundamental del algoritmo consiste en
aplicar repetidamente el resultado contenido en el siguiente ejercicio.

FEjercicio. Si R(zx) es el resto de P(z)/Q(z), entonces m.c.d.[P(z), Q(z)] = m.c.d.[Q(x), R(x)].

El algoritmo de Euclides para calcular D(z), M (z), P1(z) y Q1(x) consta de los siguientes pasos.

1. Cdlculo del MCD. Suponiendo que gr[P(x)] > gr[Q(z)], efectuamos una cadena de divisiones
que empieza por P(z)/Q(z) y acaba en una divisién exacta. Tras realizar cualquier divisién
no exacta de esa cadena, en la siguiente divisién hay que dividir el divisor anterior entre el
resto anterior. El resto normalizado de la tltima divisién no exacta es D(x).

2. Cdleulo del MCM. M (z) = ;2-90)

3. Cllculo de la identidad de Beézout. Seguimos la cadena en orden inverso. Ver ejemplo.
Ejemplo. Dados P(x) = 2° — 32 y Q(z) = 2 — 8, calcular D(x), M(z), Pi(z) y Q1(x).
1.  Cadlculo del MCD. Obtenemos la siguiente cadena de divisiones.
= Primera: En P(z)/Q(x), el cociente es Cy(z) = 22 y el resto es Ry(x) = 822 — 32.
= Segunda: En Q(z)/R;(x), el cociente es Cy(z) = /8 y el resto es Ry(z) = 4o — 8.
» Tercera: En Ry (z)/Rz(x), el cociente es Cs(x) = 2z + 4 y el resto es R3(z) = 0.
Por tanto, D(x) = Ra(x)/4 =z — 2.
2. Cileulo del MCM. M (z) = 20 = (29-32) (224 20+4) = 27 +225+425 ~3222 —642—128.
Cdlculo de la identidad de Bézout. Usando las divisiones anteriores en orden inverso, queda

Ry(z) = Q(x) — Rai(z) - Ca(x)
= Q(z) — (P(z) = Q(z) - Ci(x)) - Ca(2)
—Cs(x) - P(x) + (1 + Cy(x) - C’g(x)) - Q(x).
Si dividimos esta igualdad entre cuatro, obtenemos
D(z) = Ry(x)/4 = Pi(z) - P(z) + Q1(x) - Q()
donde Py(z) = —Ca(z)/4 = —2/32y Q1(z) = (1+ C1(z) - Ca(z)) /4 = 1/4 + 23 /32.

Problemas relacionados. 5y 7.

Raices de un polinomio. Dado un polinomio no nulo P(z) € K[z]|, decimos que el nimero o € K
es una raiz de P(z) cuando P(a) = 0. La raiz « tiene (o es de) multiplicidad k cuando

P(a)=P'(a)=---=P* Y(a)=0 P®) () £ 0.
Las raices de multiplicidad uno, se denominan simples, las de multiplicidad dos, dobles, etc.
Sean « € Ky P(z) € K[z]. Los siguientes resultados son bésicos.
= Teorema de Ruffini: o es una rafz de P(z) <= x — o| P(x).
= Férmula de Taylor: Si n = gr[P(z)], entonces
P//(a)
2

P (a) " PU)(a)

n!

P(z) = P(a)+P'(a)(z—a)+ (x—a) 4+

(M4s adn, los polinomios 1,z — ¢, ..., (x — @)™ forman una base de K, [z].)
» « es una rafz de P(z) de multiplicidad k <= (z — a)" ‘ P(z) & (x — a)F*tt [ P(x).



Depositado en http://www.mal.upc.edu/~rafael/al/polinomios.pdf 3

A partir de estos resultados, se puede deducir la siguiente propiedad. Dado un polinomio P(z) € K[z],
ai,. .., € K son raices de multiplidades k1, ...,k € N de P(z) siy sélo si 3Q(z) € K[z] tal que

= P(z) = (z—a) - (z—a)h - Q(z)

= Qa1),..., Qo) #0.
Conviene recordar dos consecuencias importantes de la ultima propiedad:

= Un polinomio de grado n no puede tener més de n raices contadas con multiplicidad.

= Si dos polinomios de K, [z] tienen el mismo valor en n + 1 puntos, entonces son iguales.
La expresion contadas con multiplicidad significa que una raiz de multiplicidad k se cuenta k veces.

Un truco para encontrar raices de polinomios con coeficientes enteros es que si @ = % € Q es una

raiz racional (no simplificable) de un polinomio Q(x) = go+- - -+ ¢maz™ € Z[z], entonces n | qyd | G-

Ejercicio. Probar la afirmacién anterior.

Ejemplo. Queremos encontrar todas las raices del polinomio P(x) = 3z% — 1922 + 362 — 10. Sus
posibles raices racionales son +1, +2, +5, +£10, +1/3, £2/3, £5/3 y +10/3. Tras comprobarlo, tan
s6lo aw = 1/3 es raiz. Las otras raices forman un pareja compleja conjugada: z =3+ iy z=3— i.

Problemas relacionados. 2, 3,4, 8,9, 11, 12 y 14.

Polinomios irreducibles. El concepto de polinomios irreducibles es similar al concepto de nimeros
enteros primos. Un entero p # 0 es primo cuando los Unicos enteros que lo dividen son +p y +1.
La definicién con polinomios no puede ser tan simple, pues los polinomios de grado cero dividen a
cualquier polinomio, es decir, si A € K es no nulo y P(z) € K[z], la divisién P(z)/)\ siempre es exacta.

Un polinomio P(x) € Klx] es irreducible (o primo) en K[x] cuando no se puede factorizar como
producto de dos polinomios de K[z] de grado no nulo. Es decir, cuando

AP (z), Py(z) € K[z] t.q. P(x) = Pi(z) - Pa(x) & gr[Pi(x)], gr[Pa(x)] > 1.
Las propiedades mas importantes de estos polinomios son:

= Todos los polinomios de grado uno son irreducibles.

= La irreducibilidad depende del cuerpo K. Por ejemplo, el polinomio P(x) = x%2+1 es irreducible
en R[z], pero en C[z] es reducible, ya que 22 + 1 = (z + i) - (x — i).

= Cualquier polinomio se puede factorizar de forma tnica, salvo permutaciones de los factores,
como producto de polinomios irreducibles. Es decir, V P(z) € K[z]:

3Py (z), ..., P(z) € K[z] irred. en K[z] y Ik1,..., ki € Nt.q. P(z) = Pi(z)* - P(x)™.

= La factorizacién como producto de polinomios irreducibles se usa para calcular MCDs y MCMs:

P(z) = an - Ry(x)k - Ry(2)k € K[z] m.c.d.[P(x),Q(z)] = Rl(x)if e Rl(x)“'
Q(z) = by - Ry(x)™ -+ - Ry(z)™ € K|[z] =< m.em.[P(x),Q(x)] = Ry(z) - Ry(x)n
Ri(z), ..., Ri(x) ménicos irred. en K[z] is = min(ks, ms) v js = méx(ks, ms)

Ejemplo. Si P(x) =23 -322+3x—-2= (22 -2+ 1)(z —2) y Q(x) = 22 — 42 +4 = (v — 2)?, entonces
m.c.d.[P(z),Q(z)] =2 -2 m.cm.[P(z),Q(z)] = (2* —z+1)(z —2)* = 2* — 52% + 92 — 8z + 4.
Ejercicio. Probar que dados cuatro polinomios P(x), Q1(z), Q2(z) y Q(x) = Q1(x) - Q2(x), entonces:
» m.c.d.[P(z),Q1(x)] =1y mecd[P(z),Q2(z)] =1 = m.c.d.[P(z),Q(x)] = 1.

= P(x) ’Q(aj) y m.c.d.[P(z),Q1(x)] =1 = P(x) ‘ Q2 ().
¢ med[Qi(2). Qola)] = 1. Q1 (@) | Pla) y Qala) | Ple) = Qx) | P().

A continuacién, listamos los polinomios irreducibles en C[z]. En el Teorema Fundamental del A lgebra
se establece que cualquier polinomio P(z) € C[x] tiene n = gr[P(z)] raices contadas con multiplicidad.
Es decir, si 21,...,2 € C son todas las raices de un polinomio P(z) € C[z] y sus multiplicidades son
k1,...,k € N, entonces k1 + - -+ + k; = n = gr[P(z)] y, por tanto,

1
P(CC) =po+pix+--- +pn—1$n71 +ppx" = pp - (93 - Zl)kl T (l‘ - Zl)kl = DPn - H(I - Zs)ks'

s=1
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Ejercicio. Usando esa expresion, probar que p,—1 = — (k121 + -+ -+ kj21)pn ¥y po = (71)"2161 . ~zlklpn.
Todo lo anterior implica que: “Los tnicos polinomios irreducibles en Clz] son los polinomios de
grado uno”. En cambio, los polinomios irreducibles en R[z] son:
= Los polinomios de grado uno (a;x + ag con ag,ag € R).
= Los polinomios de grado dos y discriminante negativo (ax? + Bz ++ con A := 32 —4ary < 0).
Este resultado es una consecuencia del siguiente hecho: “Las raices complejas de un polinomio real
van siempre agrupadas en pares conjugados”. Ademas, dada una raiz z = a + bi € C vemos que
(x—2)(x—2) =2 (z+2)x+22=12>—2Rez- -2+ |2]* = 2% — 2azx + a® + b € Rz]
luego los factores complejos de la factorizacién en C[z] de un polinomio real se pueden agrupar en

parejas que se convierten en polinomios reales de grado dos y discriminante negativo.

Ejemplo. Queremos factorizar el polinomio P(x) = z* + 1 en R[z]. Primero lo factorizamos en C[z].

Las raices de P(x) son las raices cuartas de z = —1 = e™!, a saber,
z0 = e"/* =cos(m/4) + isin(n/4) = V2/2 + iV2/2
21 = V4 = cos(3n/4) + isin(3n/4) = —V2/2 + 1V2/2
z = e/ = cos(5m/4) + isin(5r/4) = —V2/2 — iV2/2
23 e/ = cos(Tr /4) + isin(Tr/4) = V2/2 — iV2/2.

Por tanto, P(z) = (z — 20)(x — 21)(z — 22)(x — 23). Para factorizar en R[x|, agrupamos estas raices en
pares complejos conjugados: zg con z3 = Zg y 21 con 2o = z1. Entonces

P(z) = (z — 20)(z — %) (z — 21)(z — 21) = (2° — V2x + 1) (=* + V2 + 1).
Problemas relacionados. 1, 6 y 13.

Fracciones racionales. Una fraccion racional de una variable x sobre K es una expresién del tipo
P(z)/Q(x), donde P(z),Q(z) € K[z] y Q(x) # 0. Debido a que

P(z)/Q(z) = P(x)/Q(z) & P(x)Q(x) = P(z)Q(x)

cualquier fraccion racional se puede escribir, simplificindola si es necesario, de forma que su numerador
y su denominador sean primos entre si.

Notamos por K(z) al cuerpo de las fracciones racionales sobre K. Las fracciones simples de K(z) son
aquellas fracciones de la forma P(x)/Q(z)" tales que Q(z) es irreducible en K[z] y gr[P(z)] < gr[Q(x)].

La descomposicion de fracciones racionales como suma de fracciones simples consiste en lo siguiente.
Si P(z)/Q(x) es una fraccién racional no simplificable y Q(x) = Q1 (x)** - - Q;(x)" es la factorizacién
en polinomios irreducibles de @Q(z) en K|z], entonces existe una dnica descomposicién del tipo

P(x) R(z) fracciones simples con denominadores
Q(x) Q(z) Clz) + Z de la forma Q;(x)™ con 1 < m < k;

donde C(x), R(z) € K[z] son el cociente y el resto de la divisién entera P(z)/Q(x).

Esta descomposicién se utiliza, entre otras cosas, para integrar fracciones racionales. La idea es que
la integral de un fraccién racional es igual a la suma de las integrales de sus fracciones simples y se
sabe como calcular estas tltimas integrales.

La descomposicién de fracciones racionales como suma de fracciones simples depende del cuerpo K,
al igual que la factorizacién de polinomios como producto de polinomios irreducibles.

Ejemplo. Si P(z) = =50z — 10y Q(x) = (z — 1)?(z + 2)(2% + 1), entonces

=C(z)+

P(x) ~10 5 2 9-Tz .
o) G a1 Tzt )
. —10 5 2 f-3i F+8i

- i K =C).
o roi it eri e O )

Problemas relacionados. 15y 16.



