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Prefacio

En estas paginas el lector encontrarda més de trescientas preguntas y mas de cincuenta problemas de
algebra lineal clasificados por temas que han aparecido a lo largo de los tltimos anos en diversos tests
(tanto parciales como finales), pruebas de evaluacién continuada y exdmenes finales de las asignaturas
de dlgebra lineal realizados en la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Industrial de Barcelona
(http://www.etseib.upc.edu/) de la Universidad Politécnica de Cataluna (http://www.upc.edu/).

Este material ha sido preparado por el equipo de profesores del Departamento de Matematica
Aplicada 1 (http://www.mal.upc.edu/) que ha impartido esas asignaturas durante los tltimos afios.

Resolver cada pregunta, salvo en contadas excepciones, no deberia requerir més de diez minutos
por pregunta cuando se estd bien preparado. Resolver cada problema no deberia requerir mas de una
hora. Las preguntas provienen mayoritariamente de pruebas de tipo test cerradas con cinco opciones
por pregunta (a, b, ¢, d y e). Las de tipo computacional han sido reformuladas para no dar pistas
sobre la respuesta, persiguiendo con esto que el lector deba efectuar el calculo completo y no pueda
“escaquearse”. Las de tipo tedrico no se han modificado, excepto para quitar la opcién e. Ninguna de
las anteriores, que tradicionalmente nunca es la respuesta correcta.

Existe una versién de esta recopilacién con las respuestas a cada pregunta, pero se recomienda
intentar resolver las preguntas antes de mirar las respuestas.

De cara a uniformizar la recopilacién, se han adoptado las notaciones usadas en unos apuntes que
se pueden descargar de la siguiente pagina web:

http://www.mal.upc.edu/~rafael/al/

El recopilador espera que este trabajo resulte 1til y no contenga demasiados errores. Cualquier
comentario constructivo serd bienvenido.

Rafael Ramirez Ros
Barcelona, a 23 de junio de 2007

Si tiene solucion, spor qué te preocupas?
Si no tiene solucidn, ;por qué te preocupas?
(Proverbio chino)

Cuando estds acertado, nadie lo recuerda.
Cuando estas equivocado, nadie lo olvida.
(Proverbio irlandés)

Empezar es la mitad de todo. (Proverbio griego)
Errar es humano. (Proverbio romano)

Cuatrocientos cincuenta y un grados Fahrenheit.
La temperatura a la que el papel empieza a arder.
(Ray Bradbury)

v






Parte 1

Preguntas de examen






10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Complejos

Calcular la forma cartesiana de z = 11999 4 12000,

(1+v3i)°
(V3+1)2 "

Calcular la forma cartesiana de z =
Sea z = (1 — ai)/(a+ 21). Para qué valores de o € R se cumple que z es real?
Sea z = (14 «i)/(1 — ai). jPara qué valores de o € R se cumple que Argz = 7/47?

Sea z € C tal que z/8 = /22, Rez < 0 e Im z > 0. Calcular la forma cartesiana de z.

Calcular todos los niimeros complejos z tales que z/(2 — 3i) € R, 22 = =2 — 3i y Rez > 0.
Calcular todos los nimeros complejos z tales que |z| = |2?| = |1 — z|. Calcular todos los
niimeros complejos w tales que |w| = |w?| = |2 + w|.

Sea z € C tal que z* = 16. Calcular todos los posibles valores de w = 2 + z + 2% + 23.
Sea z = €271/3_ Calcular w = 1 + 2z + 22.
Sean ag, . . ., a,_1 las partes reales de las raices n-ésimas de la unidad. Calcular ag+- - -+a,_1.

Sean z, ..., z5 las raices sextas de un nimero complejo z € C. Supongamos que zy = 2™/,

Calcular la suma 21 + - - - + 25.

Calcular la suma de las raices sextas de la unidad que tienen parte real negativa.
Sea z € C tal que 25 = —64, Rez < 0 e Im z < 0. Calcular z*.

Sea z € C tal que 2* +1 =10, Rez <0 e Imz < 0. Calcular w = (1 — i)12271L.

Sea z € C tal que 2* = —16, Rez > 0 e Im 2z > 0. Calcular w = z/(1 + i)°.
LEn qué cuadrante esta el nimero complejo (1000e3”i/4 + 1) 7?2 fdem con (2000069Wi/7+3) "

z+1

El lugar geométrico de los nimeros complejos z tales que |2

’ = 4 es una circunferencia.

Calcular su centro y su radio.

i Cudles de los numeros complejos 1 + 1, =14+ i, —1 — i y 1 — i son raices décimas de 32i?
Sea z = —(a® + 1) + (a? 4+ 1)i, con o € R. Calcular los diferentes argumentos de v/23.
Calcular todos los niimeros complejos z tales que 28 =1y i(z + 2)(z — 2) € R\ {0}.

Calcular todos los niimeros complejos z tales que |z| + 2 =2 + 1.



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Calcular todas las parejas de niimeros complejos z y w tales que = = 2, [z| + |w| = 3 y

Arg(zw) = 7/4. q

Sea z = rel? € C un nimero complejo situado en el tercer cuadrante tal que el origen
pertenece al segmento que une z° con iz. Calcular 6.

Sean zg = i+ el y w, = 3+ 1+ 2e?. ;Cudntas parejas (0,p) € R? existen tales que
zg = wy,?

Sean z y w dos nimeros complejos no nulos. Entonces:
a. Los puntos z, w, —z y —w forman un cuadrado si y sélo si z/w es imaginario puro.
b. Los puntos z, w y 0 estan alineados si y sélo si z/w es imaginario puro.
c. Los puntos z, w y 0 estdn alineados si y sélo si z/w € R.
d. z =2w < Im(z/w) = 2|z/w|.

Calcular todos los puntos fijos de la funcién f : C — C dada por f(z2) = (2 —1)3/(22 +2z—1).

Sean A = (0,0), B = (2,1) y C los vértices de un triangulo tal que dist(A, C') = v/2dist(A, B)
y el dngulo del vértice A es w/4 radianes. Si C estd en el primer cuadrante, calcular C.

;Para qué valor de o € R forman un trigngulo equildtero los puntos A = 2¢571/2, B =2y
C = ai?

Sean w y v dos numeros complejos. Dado un tridngulo cuyos vértices son z1, 22,23 € C,
construimos el tridngulo cuyos vértices son z; = wz; + v para j = 1,2, 3. ;Cudndo podemos
asegurar que los dos tridngulos tienen igual drea?

Sean A = {z € C: 20 = —i} y B = {z € C: 2* = —1}. ;Cuédntos puntos hay en la
interseccién AN B?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Polinomios

Sea P(z) € Ry[z] tal que P(1) =1, P/(1) = -1 y P(0) = 0. Calcular P"(0).
Sea P(z) € Rs[z] tal que P(1) =1, P'(1) =0y x* | P(z). Calcular P"(1) y P"(1).
Sea P(z) € Rg[z] tal que P(0) =0, P(2) =1y 1 es una raiz doble de P(x). Calcular P(x).

Sea P(z) € Rs[z] tal que P(1) = P'(1) = P"'(1) = P(2) =0, P"(1) = -8 y P®)(1) = 120.
Calcular P (1).

Calcular todos los polinomios ménicos P(z) € Rs[z] tales que P(1) =2y P(1+1i) =0.

Sea P(z) € R[z] un polinomio ménico de grado tres tal que P(2+ i) = 0 y el resto de la
divisién P(z)/(z — 1) es igual a dos. Calcular la raiz real de P(z).

Sean P(z),Q(x),C(x), R(z) € Rlx] tales que P(z) = C(x)Q(z)+ R(x) y « es una raiz simple
de P(z), Q(z) y C(x). (Es o una raiz de R(z)? En caso afirmativo, jde qué multiplicidad?

Sean n,m € Z tales que n > 2m. Sean P(z),Q(z) € R[z] de grado n y m, respectivamente.
Calcular el resto de la divisién (P(z)? + Q(z)?)/(P(z) — Q(z)).

Sea P(z) € R[z] tal que 22 — 4 | Plz)+xyxz—2 | P'(z) + 1. Calcular el resto de la divisién
P(x)/(x —2)2.

Sea P(x) € R[z] tal que P(0) = P’(0) = 0y el resto de la divisién P(z)/(z—1) es 2. Calcular
el resto de la division P(x)/(2® — 22).

Sea P(x) € R[z] tal que los restos de las divisiones P(z)/(z—1), P(z)/(x—2) y P(x)/(z—3)
son 3, 7'y 13, respectivamente. Calcular el resto de la divisiéon P(z)/(z — 1)(x — 2)(z — 3).

Sea P(z) = (n+ 1)2""3 — (n+ 3)2"™2 + (n + 3)z — (n + 1). Calcular el resto de la divisién
P(x)/(x —1)3.

Sea P(x) € R[x] tal que el resto de la divisién P(z)/(z — 2)3 es 22 — x — 2. Calcular P(2),
P’(2) y P"(2). ;Se puede calcular P"'(2)?

Calcular el polinomio ménico de grado cinco P(x) € R[z] tal que gr[m.c.m.[P(z), (z—1)%]] =7
y tiene a z = i como raiz doble.

Calcular D(z 30 26 — af]

m.c.d.[z30 — a0, 26 — .

Calcular D(x) = d.[x* 4+ 22% + 322 + 22 + 2, 2% — 223 + 322 — 22 + 2].

)
)

Calcular D(z) d.[z* — 423 + 142% — 202 + 25, 2% — 322 + 7o — 5.
)=

Calcular D(z) = m.c.d.[ax” — 1,23 — 2] en funcién del pardmetro a.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Sean P(z) =2+ 2% — 23 +2—1,Q(z) = 2® — 2+ 1y D(z) = m.c.d.[P(z), Q(z)]. Calcular
unos polinomios P;(x) y Q1(z) tales que D(x) = P1(z)P(x) + Q1(z)Q(z).

Sean P(z) = 23 — 22% + 2 — 2y Q(z) = 2 + 22% + ax — 8. jPara qué valores de « tienen
P(z) y Q(x) una raiz comun?

Sean P(z) = z* + 2® + (a +2)22 + (a + D)z + 2 y Q(z) = 2% + x + . {Para qué valores de
a tienen P(x) y Q(x) dos raices comunes?

Sean P(z) = 2* + (T — a)z? — Ta y Q(z) = 22 — a™1, con a # 0. ;Para qué valores de «
tienen P(z) y Q(z) dos raices comunes?

Sean P(x) = 22 —az — 5y Q(x) = 2% + ax — 3. ;Para qué valores de « tienen P(x) y Q(x)
alguna raiz comun?

Sean P(z) =22+ (1 —a)r —ay Q(z) = ® + 2% — 22 + a. jPara qué valores de « tienen
P(z) y Q(z) alguna raiz comin?

Sean P(z) = 22 — (e +4)z + 3(a + 1) y Q(x) = 2® — 22? — x + 2. ;Para qué valores de «
tienen P(z) y Q(zx) algin factor comin?

Sean P(z) = 22 — (a+ B)x +afB y Q(z) = afr?® — (a+ B)z + 1. {Para qué valores de o y 3
tienen P(z) y Q(z) dos raices comunes?

;Para qué valores de a, by c es 25 + ax? + bz + ¢ un miltiplo de (z + 1)3?
;Para qué valores de a, b y ¢ es x9 = 1 una raiz triple de 2° + az* + 423 + b2? 4 cx + 2?

Sea n > 1. Sea P(z) € Rg,[z] un polinomio mdénico con una raiz real zo de multiplicidad
2n — 1 tal que P(0) =0y P’(0) = 1. Calcular xo.

;Para qué valores de o € R es x¢p = 1 una raiz triple de P(x) = 22% + 322 — 122 + o?
. Cuéndo tiene P(z) = 23 — px + ¢ alguna raiz miltiple?

;Cuando tiene P(x) = 23 + (3 — a)2? — 4ax alguna raiz miltiple?

;Cudndo tiene P(z) = 23 — 422 4 5z + « alguna rafz multiple?

Sean «, (8 y v tres nimeros reales diferentes tales que a+ 08+~ = a8+ ay+ vy = 3. Sea P(x)
el polinomio ménico de grado nueve que tiene a «, § y v como raices triples. La derivada
P’'(z) tiene cuatro raices dobles: o, 3, v y otra que llamamos §. Calcular §.

;Cudndo forman las rafces de P(z) = 2® — (2a + 1)2% + (a + 1)%x — o® — 1 un tridngulo
rectdangulo?

Calcular las rafces del polinomio P(z) = 323 — 1922 + 362 — 10.
Calcular las rafces del polinomio P(z) = 5z® — 1122 + 272 — 5.

Calcular las raices de P(x) = 2* + 22 + 1. ;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
a. El producto de las raices contenidas en el semiplano {z € C:Imz > 0} es 1.
b. La media aritmética de las raices es 1/4.
c. Todas las raices tienen la misma parte real.
d. Las raices forman un rectdangulo de lados v/3 y 1.



39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

52.

93.

54.

95.

56.

Sea z € C una solucién de la ecuacién z* — 222 + 4 = 0. Entonces:
a. La parte real de z es igual a cero.
b. La parte imaginaria de z es igual a cero.
c. La parte real de 23 es igual a cero.
d. La parte imaginaria de 23 es igual a cero.
e. |z| = 2.
fdem con la ecuacién z* + 222 + 4 = 0.

;. Cudntos polinomios reales ménicos e irreducibles dividen al polinomio x'° — 25 + 1?

Calcular todas las rafces reales del cociente C(z) = (25 — 64)/(z — 2).

i Tiene el polinomio P(z) =14z + ’”2—2 4+ ’”—, alguna raiz multiple? En caso afirmativo,

calcularlas todas. !
;Para qué valor de « vale tres la suma de las raices de P(z) = 22* + az® + 1122 — 142 — 10?

Sea P(z) = a® + pya* + -+ -+ p12 + po € R[z] un polinomio tal que la suma de sus raices vale
uno, todas sus raices tienen médulo uno y P(—1) # 0. Calcular py y po.

El polinomio P(x) = 2* — 423 + 1422 — 20z + 25 tiene un par de raices complejas conjugadas
dobles. Calcular esas raices.

;Para qué valores de o es una de las raices de la ecuacién x? + ax + 12 = 0 el triple de la
otra raiz?

El polinomio P(z) = 2* — 623 + pax? + p12 + po tiene dos raices dobles, siendo una de ellas
la mitad de la otra. Calcular sus raices.

Sea z = rel? un nimero complejo y sea P(z) el polinomio ménico de grado cuatro tal que
sus cuatro rafces son z, —z, Z y —Z. Calcular P”(0).

El polinomio P(z) = z* — 223 4 322 — 2z + 2 tiene unas raices de la forma 2 = a1 + bii y
29 = boi, con ay,by,bs € Ry by, by # 0. Calcular a.

Consideramos los polinomios z — 1, x — e2™/% 22 — 2 cos(21/5)x + 1, 2% — 2sin(27/5)z + 1
y 2 + 23 + 22 + 2 4+ 1?7 ;Cual de ellos no divide a z° — 17?

;Cudntas raices reales tiene el polinomio P(z) = z'? — 325 4 27
Factorizar el polinomio P(r) = 2* + 1 en R.
Factorizar los polinomios Py (x) = 2%+ 1 en R.

¢Es irreducible el polinomio P(z) = 1+ x + 22 + 2% + 2% + 2% + 2% en los complejos? ;Y en
los reales?

3 — aax? -2=0
,Para qué valores de o es compatible el sistema no lineal o - axt baw }?

??+rx-2=0
2 — — =

Calcular todas las soluciones del sistema no lineal x2 2y — 2w +2y =0 .

"ty —3r—y=-2






10.

Matrices

a —1 0
(Para qué valores de o € R es igual a dos el rango de la matriz 1 a? 14a® |?
2 2 242
110 0 0
01100
Calcular r =rango| 0 0 1 1 O
0 00 11
a 0 0 0 1
r—2y+z = -1
Resolver el sistema z+y+3z = 4 cuando sea indeterminado.
Sr—y+az = 10
ar+y—+z = a
i Para qué valor de a es indeterminado el sistema z+4+ay+2z = a »? Para ese valor,
r+y+az = a
calcular la componente x de la solucién tal que y =1y z = 4.
. Cudndo es incompatible el sistema ﬁix—:—@(g __~_ g;z _—:: ;z z ; }?
20—y = 1—a«
Cuando es compatible el sistema x = 2« ?
3r+4y = ba
 Cud . ; s (=3+a)z—y = 2 1|,
;Cudndo es compatible el sistema (l+a)rt+ay = 2+a [
3 1 a+1 4
SeaA=| 0 -1 3 yb=1| B |.;Cudndo es compatible indeterminado Az = b?
2 1 -1 3
3 2 b1
Sea A = -1 2 |yb= b . ;Para qué valores de a y (8 es incompatible el
« ﬁ 7()1 — b2
sistema Ax = b para todos los valores (b1, b2) # (0,0)?
2 1 -1 by
Sea A = -1 4 1 | yb=| b2 |.;Cudndo es compatible el sistema Az = b?

—-14 2 8 bs



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

1 0 2 2
3 2 10 e . . .
Sea A = 1 1 3 |VY b= 3 . Discutir el sistema Ax = b.
0 -2 4 8—a—-p
1 « 1 1
Sea A = -1 2—a 0 yb= 1 . Discutir Az = b.
l—-a —2+a-a? 1-2a —a—a?
2 4 A/2 -3
Sea A = 4 A 2 yb= 3 |. Discutir el sistema Az = b.
11 84+ X 24X 6
1 3 0 -1 2 1
SeaA=| 0 «a =3 -1 |yB=| 1 —2 |. Discutir el sistema matricial AX = B.
11 3 0 1 B
1 a 1
Sea A = ( ? ) y B=| a? 0 |. Discutir el sistema matricial XA = B.
“ 11
1 a1 01 8
Sea A = a 1 1 y B = . Discutir el sistema matricial XA = B.
-1 8 0
-1 o 1
Resolverlo cuando a = —1.

Sea A =

Sea A =

1 2 3 9 0 1
-1 0 1 y B = . Resolver el sistema matricial XA = B.
-1 0 4
0 2 1
2 -1 11
0 1 y B = ( 0 1 ) Resolver el sistema matricial XA = B.
1 1

1 1 1 m 1
Sea A= m 1 m-1 yB=1| m+1 2 |. Resolver el sistema matricial AX =
1 m 1 1 1
3 —a 0
. Cuando es invertible la matriz | « 3 1|7
o 3 «
1 1 1 1
. . 1 1 -1 -1
Invertir la matriz A = 1 1 1 -1
1 -1 -1 1

10



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

-1 0 0
Invertir la matriz A = a 1 1
6 1 1
1 1 o O
. . _ 2 3 0 p
Invertir la matriz A = 00 1 1
00 2 3

1+« 1 1

Calcular la inversa de A = 1 1+ 1

1 1 1+~

Invertir la matriz A € M,,x,(R) que tiene ceros en la diagonal y unos fuera de la diagonal.

SeanA(zl)) ;),b(g),C(_} _i)yd<;>.¢',Cuémdotienenalguna

solucién en comun los sistemas Az =by Cz = d?

0 « a 1 2 1 1 1/2 (
SeanA:<ﬂ _2>,B:<1 1>’C:<—6 _3>yD:(_4 _/2>.LCuando

tienen alguna solucién en comun los sistemas AX = By XC = D?

a —1 2 0 -2 2 -4 0 s
SeanAz(O ﬂ)’B:(O 1),02( 0 6)yD=< 0 2).J)Cuaundo

. . . AX+BY = 0
o
es compatible determinado el sistema CX+DY — 0 }
-1 1 3 -1
. Qué columnas de la matriz 4 8 0 16 se pueden poner como una combinacion
2 5 2 9

lineal del resto?

Tenemos tres aleaciones. La primera contiene un 50 % de oro, un 30 % de plata y un 20 %
de platino. La segunda contiene un 30 % de oro y un 70 % de plata. La tercera contiene un
40 % de oro, un 50 % de plata y un 10 % de platino. A partir de estas aleaciones creamos otra
aleacién que contiene un 45 % de oro. {Qué proporcién de plata tiene la nueva aleacién?

-1

1 1 0 0 1 1 -1 0 0 1 1 -1 0 1
) 0 0 1 1 1 0 -1 1 0 . 0 0 0 0 -1

En el célculo 0 0 1 —1 10 =11 211110 =11 1 hay
1 -10 0 11 -1 0 2 00 00 1

un error. ; En qué columna de la dltima matriz esta el error?

Sean A, B, C'y D cuatro matrices tales que A+ B =C y A— B = D. Calcular R = A? — B?
en funcién de C'y D. (Nota: La respuesta no es R = CD.)

Sean A, B € M,,x»(K). ;Cuédles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

Si A es simétrica, entonces A* es simétrica para todo k € N.

Si A, By AB son simétricas, entonces BA también.

Si Ay B son simétricas, entonces AB y BA también.

Si A es simétrica e invertible, entonces A* es simétrica para todo k € Z.
Las matrices AAT y AT A siempre son simétricas.

o0 TP

11



35.

36.

37.

Sean A, B € M, «»(R). ;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
rango(A + B) = rango A + rango B.

rango(AB) = min(rango A4, rango B).

rango(AB) = méx(rango A, rango B).

rango B = n = rango(AB) = rango A.

rango A = n = rango(AB) = n.

o 0 TP

;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

a. Un sistema compatible indeterminado puede tener el mismo ntmero de ecuaciones e
incégnitas.

b. Un sistema de n + 1 ecuaciones y n incégnitas tal que el rango de su matriz ampliada
sea n + 1 puede ser indeterminado.

c. Un sistema compatible determinado puede tener mas incégnitas que ecuaciones.

d. Un sistema compatible determinado no puede tener mas ecuaciones que incognitas.

e. Un sistema homogéneo tal que el rango de la matriz de sus coeficientes es igual al niimero
de incognitas, puede ser indeterminado.

(Newton) Setenta y cinco bueyes consumen en doce dias la hierba de un prado de sesenta
areas. Ochenta y un bueyes consumen en quince dias la hierba de un prado de setenta y dos
areas. ;Cudntos bueyes consumiran en dieciocho dias la hierba de un prado de noventa y seis
areas? Se supone que los tres prados tienen la misma altura de hierba al entrar los bueyes,
que la hierba crece de forma uniforme y que los bueyes comen de forma uniforme.
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Determinantes

1 1 1 1
. ) 1 2 3 4
Calcular el determinante de la matriz A = 1 4 9 16
1 =z z2 3
z 1 1 1
. ) 1 = 1 1
Calcular el determinante de la matriz A = 1 1 = 1
1 1 1 =z
r 1 1 1
. ) 1 = 1 1
Calcular el determinante de la matriz A = 1 1 = 1
1 1 1 22
T—y—z 2 2x
Calcular D = 2y —Tty—z 2y
a 00 0 0 p
00 a 00 B 0
) . | 00 a B 0 O
Calcular el determinante de la matriz A = 0 0 8 a 0 0
0 6 0 0 «a O
g 0 0 0 0 «

Sea D, el determinante de la matriz n X n tal que sus elementos diagonales son «, sus
elementos subdiagonales son [, sus elementos superdiagonales son v y el resto son nulos.
Encontrar una relacién entre D,,, D1y Dy_o.

1 1 1 ... 1 1
-1 2 0o ... 0
Calcular D, =| 0 -1 2 ... 00
0 0 o ... =1 2
a+x x x T
Sean a, b, ¢,d # 0. Calcular la solucién de la ecuacién v btz z x 0.
T T c+x T
T T T d+x

Calcular el determinante del endomorfismo f : M3(R) — My(R) dado por f(A) = aA+BAT.

13



10.  Tdem con el endomorfismo fy : R, [z] — R, [2] definido como fi(P(x)) = zP'(x) + P(1).

11. Idem con el endomorfismo f : R, [x] — R, [z] definido como f(P(z)) = P(z + «).

14



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Espacios Vectoriales

JBs Q[v2] := {a +bv2 : a,b € Q} un espacio vectorial sobre Q? En caso afirmativo, ;de
qué dimension?

;Para qué valores de vy B es G = {P(z) € Ro[z] : P(0) = a P’(0) = 8} un subespacio
vectorial de Ry[z]?

(Es F = {P(z) € Ry[z] : m.c.d.[P(z),z? — 3z + 1] # 1} un subespacio vectorial? En caso
afirmativo, jde qué dimensién?

(Es F = {(z,y,2) € R® : dim[(x,y,2),(2,y,2)] < 1} un subespacio vectorial? En caso
afirmativo, jde qué dimensién?

En el espacio vectorial £ = RN formado por las sucesiones de términos reales consideramos
el subconjunto F = {(zp)neny € F : Tyt — 2¢p41 + x,, = 1 Vn > 1}. jEs F un subespacio
vectorial? En caso afirmativo, jde qué dimension?

Sean v; = (1,1,—1), v2 = (2,1,0) y w = (=1,0,a + 1) tres vectores de R3. ;Cudndo es
F={u€eR3:u+w € [v1,v2]} un subespacio vectorial de R3?

Calcular la dimensién de F' = {P(z) € R3[z] : P(0) = P(2) = 0}.

Calcular la dimensién de F = {P(z) € Rs[z] : P(a) = P(2)}, donde « es una raiz del
polinomio z2? + = + 1.

Calcular la dimensién del subespacio vectorial de M3(R) formado por aquella matrices tales
que los elementos de cada una de sus filas suman cero y los mismo con los elementos de las
columnas.

Sea F = [(1,2,3,4),(4,3,2,1),(3,1,—1,-3)] C R*. ;Existe algiin subespacio vectorial G de
R?* tal que F ¢ G ¢ R*?

Sea F' el subespacio vectorial generado por los vectores u; = (1,2,3,4), us = (0,1,0,0),
uz = (0,1,2,0) y ug = (1,2,1,4). Calcular la dimensién, las ecuaciones y una base de F.

Sean wui, us y ug tres vectores li de R y w = 3uy + 3us + (8 + 5)us. Sea F el subespacio
vectorial de R™ generado por los vectores v; = uy + us + 2us, vo = U1 — s, v3 = 2u; + 2us
y vg =u; —u2 + (1 — a)ug. {Para qué valores de a y 8 se cumple que w € F?

JPara qué valores de « y 8 forman los vectores u; = (34+5,6,1+ ) y us = (1—0,2,3+ 3a)
una base del subespacio F = {(z,y,2) € R®: 2z —y — 32 = 0}?

Calcular d = dim[(e — 1,1, + 1), (o, v, 1)].

Calcular d = dim[(1 + o, 1 + @, 2), (1,2, 1), (0,1 — o, x — 1)].
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Consideramos los subespacios vectoriales

F = {(xyztu)€R5. 3x+2y+z+3t+5u=0}

6z +4y +32+5t+7u=0

9z +2y+2+7t+9%u=0 }

— 5.

Calcular la dimensién de la suma F + G.
Sean F = {(z,0,2) e R® : 2,2 e R} y G =[(3,2,3), (1,1, 1)]. Calcular las dimensiones de F,
G, FNGy F+G.

11 11
F={XeMR): AX =XB} G={XeM(R): AX = BX}.

Sean A = ( 20 > y B = ( _1 0 ) Calcular las dimensiones de los subespacios

Sea D = diag(M1,...,A,) tal que \; # A; para todo ¢ # j. Calcular la dimensién del
subespacio vectorial F' = {X € M,(R): DX = XD}.

Para cada pareja de matrices A, B € M, x,(R), definimos los subespacios vectoriales:

FAB) — {X€Mun(B): AX — BX)
g(AvB) = {X S Mnxn(R) XA = XB}
H(A,B) = {X & Mun(R): AX = XB}.

Sea S es subespacio vectorial de M, «,(R) formado por las matrices simétricas. ;Cudles de
las siguientes afirmaciones son ciertas?
F(A,B)=F(A- B,0).
G(A,B) =G(A - B,0).
H(A,B) = H(A — B,0).
FA,B)NnS = Q(AT BT)nS.
H(A,B)NS=H(BT,AT)NS.

®

b.
c.
d.
e.

Calcular la dimensién de la interseccién de los subespacios vectoriales
F = {P(x) € Rs[z]: 1 es una raiz al menos triple de P(z)}
G = {P(z) €eRslz]:2® —4a® + 5z —2|P(x)}.
Sean F' y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial de dimensién finita E. Sea

H un complementario de F NG en E. Sabiendo que dim F = dim G =4 y dim(F + G) = 5,
calcular la dimensién del espacio cociente E/H.

Sea F' un subespacio vectorial de R" de dimensién d y sea
H= {A € Mpyxn(R) : Av =0 para todo v € F}

un subespacio vectorial del espacio vectorial de matrices reales con m filas y n columnas.
Calcular la dimension de H.

Sea A € My, xn(R) una matriz de rango r y sean
F = {X € Myxp(R): AX = 0} G= {Y € Mym(R):YA= O}.

Calcular las dimensiones de F'y G.
. Son iguales los subespacios F' = [(3,1,3,2),(5,3,2,3)] y G =[(1,3,-5,0),(7,5,1,4)]?
. Cuéndo son iguales los subespacios F = [(—1,5,4), (o, —2,-2)] y G = [(5, 3,2),(5,1,0)]?
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27.

28.

29.

30.

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Sean F = {(z,y,2,t) ER*: 2 +y+32 -2t =0} y G =[(1,1,0,1),(2,2,-1,2),(3,4,0,2)].
Calcular FFNG.

Sean F' = [(4,-5,2,6),(2,-2,1,1)] y G =[(4,-1,5,-2),(6,2,9,—13)]. Calcular la intersec-

cion.
Calcular una base de [(2,1,-1),(1,2,2)] N [(-1,0,1),(3,1,1)].

Sean F = [1+z + 2?1 — 2% y G = {P(z) € Rs[z] : P(0) =0 = P"(1)}. ;Para qué valor
de A € R se cumple que dim(FNG) =17

Dado un polinomio P(z) = ag + a1z + asz? 4 azxd € Ry [x], calcular los tinicos polinomios
Q(z), R(x) € Rs[z] tales que P(z) = Q(z) + R(z), Q(1) =Q(-1) =0y R(0) = R'(0) = 0.

Consideramos los subespacios vectoriales

F = {(z,y,z,t)ER4:ax+y+z+t:O:x+y+z+at}
G {(z,y,z,t)ER4:x+ay+z+t:0:x+y+ozz+t}.

;Cuédndo son subespacios complementarios en R*?

Sean F = [(1,0,0,2),(1,0,a,—-1)] y G = {(z,y,2,t) ER* : B + 2 =0, Bz — z — Bt = 0}.
;,Cuando son subespacios complementarios en R*?

Sean F = {(x,y,2,t) E R* t v —y+t =0, 2 +y+2z =04 +ay+32+t =0}y
G =1(1,1,0,0),(0,0,0,1)]. {Cudndo son subespacios complementarios en R*?

;Cuando es directa la suma [2* — 22 + 1,2% — 2 — 1] + [2* + 222 + 2, 2% — 322 + a]?
. Cudndo es directa la suma [(1,0,1,2,1),(=4,1 — «,0,—1 — ,2)] + [(3,a — 4,1, + 2,0)]?
. Cudndo es directa la suma [(1,—2,0, ), (0,1,2,5)] + [(—1,3,1,1),(0,2,5,2)]?

Sean F = [(1,,0,1),(2,1 4+ 2a,1,1)] y G = {(z,y,2,t) :x —y+2z+t=0=y+2z+1t}.
., Cuando es directa la suma F' + G?

Sean V = (v1,...,v,) y W = (w1,...,w,) dos bases de un espacio vectorial E. Sean
(r1,...,7,)" e (y1,-..,yn) " las coordenadas de un vector no nulo u en las bases V' 'y W,
respectivamente. Entonces:
a. Si x; = y; para todo j, entonces v; = w; para todo j.
Si x; = y; para todo j, entonces v; = w; para algin j.
Si x; = y; para todo j, entonces los vectores v1 — wi, ..., v, — wy, son ld.
Es imposible que z; = y; para todo j, aunque es posible que x; = y; para algun j.
x; # y; para todo j.

0T

Sean v = (1,3) y w = (5,—1) dos vectores de R?. Sea U = (u1, us) una base de R? tal que
vy = (—=3,5)T y wy = (2,-3) " y las componentes en la base natural de los vectores u; y us
son positivas. ;Cuantas bases de este tipo hay?

Sabiendo que un vector v € R? tiene coordenadas (1,3)" en la base U = ((1,2),(4,-1)) y
coordenadas (6,a)" en la base W = ((1,1), (1, 1)), calcular a y 8.

Sean U = (u1,us,u3) y V = (v1,v9,v3) las bases formadas por los vectores u; = (2,1,0),
ug = (0,1,2), ug = (2,0,1), v; = (1,1,-3), v2 = (2,1, —14) y v3 = (1,2,4). Sea w € R? el
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.

vector cuyas coordenadas en la base U son (—2,3,1). Calcular las coordenadas de w en la
base V.

Sean v; = (1,1,2), v2 = (2,0,3) y v3 = (1,1,0) unos vectores de R3. Sea U = (uy,uz,us)
una base de R? tal que las coordenadas de esos vectores en la base U son (2,1,0)7, (2,0,2)T
y (1,1,-2)T, respectivamente. Calcular los vectores de la base U.

Sean vy = (2771a2)7 U2 = (17073)a V3 = (laflvl)a wy = (170a1>7 w2 = (23374) y w3 =
(1,2,2) vectores de R3. Calcular CYy,, es decir, la matriz del cambio de base de V' = (vy,v2, v3)
aW = (w1, ws,ws).

Calcular la ecuacién de F' = [(2,—1,1),(1,3,2)] en la base de R? formada por u; = (2, 1,0),
ug = (—1,1,4) y ug = (1,0, —1).

Sea F = {(x1,72) € R? : 221 — 29 = 0} y U = (uy,uz) una base de R? tal que u; = (1,3).
,Para qué vectores us € R2 se cumple que F' = {yjuy + youg : y1 + Ty2 = 0}7

Sea F = {ag + a17 + azx? + azz® € R3[z] : ap + a1 + az +az = 0,a;1 + 2az + 3a3 = 0} un
subespacio vectorial de R3[z]. Calcular sus ecuaciones en la base (1,1 —z,1 — 2%, 1 — 23).

Sea F = {(z,y,2) ER3 :x+y+2=0=2x+y}. Sean v; = (1,,1) y v2 = (, 1, —1). ;Para
qué valores de a € R es (v; + F,vy + F) una base de R3/F'?

01

SeanE:Mg(R),G:{XEE:X—I—XT:Id}yF:[A]conA:(1 0

) . Entonces:

a. G es un vector de E.

b. G es un subespacio vectorial de E.

c. G es un vector de E/F.

d. G es un subespacio vectorial de E/F.

Sea F' un subespacio vectorial de un espacio vectorial F. Sean wui,us € E. Entonces, las
clases ug + F y ug + F son li en E/F siy sblo si:

u1 'y ug son li.

uy y ug son i y ug,ug & F.

u1 y ug son li y uy,us € F.

Uy Fug, uy € Fyus & F.

u1 y ug son li y el subespacio [u1, us] estd incluido en un complementario de F' en E.

o0 TP

Sean u, v y w tres vectores li de un ev. ;Cudles de las siguientes afirmaciones son falsas?
Si F =[u,v,w]y G=[u+v,v+w)|, entonces dim F/G = 1.

Los vectores u — v, v —w y w — u son li.

Los vectores u, u + v y v+ w son li.

Los vectores u + v, v+ w y w + u son li.

dim[u,v] = 2.

o0 TP

Sean Py (z) = 7+ 2x+ 22 — 323, Po(x) = 72z + 2% — 323 y P3(z) = 7+ 2% — 322 polinomios
de E = Rs[z] y sea F = {P(z) € Rs[z] : P(0) = P"”(0) = P"'(0) = 0}. Calcular la dimensién
del subespacio G = [Py (z) + F, Px(z) + F, P3(x) 4+ F] del espacio cociente E/F.

Seaan—(g ;)7]\/[2—(? :1))>yM3—<(1) 8).86&

(4 eseo
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54.

55.

96.

o7.

58.

59.

60.

61.

un subespacio del espacio vectorial E = M3(R). Sean G = [My + F, My + F)y H = [M3+ F]
dos subespacios del espacio cociente E/F'. jCuéles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
a. G=H.

b. E/F =G H.
c. E/F =G+ H, pero la suma no es directa.
d. E/F #G+ H.

Sea N = (eq, e, e3) la base natural de R3. Sea F = {(z,y,2) e R®* : 2 =y =0} yv = (1,1,2).
Calcular las coordenadas de la clase v + F en la base (e; + F,es + F) del espacio cociente
R3/F.

En el espacio vectorial Ms(R) consideramos los subespacios vectoriales
D ={M € Mz(R) : M es diagonal} S={M € M3(R) : M es simétrica}.
Calcular una base del espacio cociente S/D.

Sea F'y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E tales que dimE = 7,
dim F' = 5 y dim G = 4. Dar una cota inferior de la dimensién de F'N G.

Sean F', Gy H tres subespacios vectoriales de R? de dimensién dos tales que FNGNH = {0}.
i Cuéles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
a. La suma F + G + H es directa.
b. Es posible que dos de los subespacios coincidan.
c. dim(FNG) =dim(GNH) =dim(FNH) =1, pero lasuma (FNG)+(GNH)+(FNH)
no es directa.
d (FNG)a(GNH)® (FNH) =R

Sean F', Gy H tres subespacios vectoriales de un espacio vectorial. ;Cudles de las siguientes
afirmaciones son ciertas?
a. F+(GNH)=(F+G)
b. FN(G+ H)=(FNG)
c. F+(GNH)C(FNG)
d. dim[F+ (GNH)] =dim(FNG) +dim(F N H) +dim(FNGN H).
e. (F+GNnH)+FNH)=(F+GnNH)+(GNH).

N(F+H).
+ (FNH).
+(FNH)+(GNH).

Sean F'y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial E tales que dim F' = dim G = 3
y dim F = 5. jEn cudles de las siguientes situaciones se cumple que para todo u € E existen
unos vectores v € F'y w € G tales que u = v + w?

a. Siempre, aunque los vectores v y w pueden no ser tnicos.

b. Cuando dim(F NG) = 1.

c. Cuando dim(F N G) = 2.

d. Cuando E = F + G, en cuyo caso los vectores v y w son unicos.

Sean F'y G dos subespacios vectoriales de un espacio vectorial £ de dimensién finita tales
que dim F' 4+ dim G > dim E. ;Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

a. F+G=F.

b. FCF+GoG&F+G.

c. La suma F' + G no es directa.

d. Existe un subespacio H que complementa simultdneamente a F'y G.

Sea (u1,usg,us, uq) una base de un espacio vectorial E y consideramos los vectores v = uyq,
Vg = Uy —Usg, U3 = U] — Uz +U3 ¥ Vg = U — Uz +uz —uy. | Cudles de las siguientes afirmaciones

son ciertas?
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a. dim[vy, ve, vs] = 3.

b. [Ul, Uz, U3] = [Ul, V2, ’1)3].

c. Los vectores vy, v2, v3 ¥ v4 generan F.
d. Los vectores vy, va, v3 y v4 son 1d.

Sean wj, us y ug tres vectores de un espacio vectorial E tales que u; # 0, us & [u1] y
uz & [u1,us). {Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?

uy € [ug,ug] y us & [ug, us]

uy € [ug,ug] y us € [ug, us]

uy & [ug,uz] y ua & [u1, us]

uy & [ug,us] y uz € [ug, us]

o Tp

i Existen algunos subespacios no nulos F', Gy H de algin espacio vectorial de dimension finita
tales que dim F'+dim G+dim H+dim(FNGNH) = dim(FNG)+dim(FNH)+dim(GNH)?
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10.

Aplicaciones Lineales

Sea f: F — F una aplicacion lineal y sean w1, ..., w, vectores de E. Entonces:
a. wiy,...,w, son li = f(wi),..., f(w,) son li.
b. wq,...,w, son ld = f(wy),..., f(w,) son ld.
C. Wi,...,wyson li = f(wy),..., f(w,) son ld.
d. wy,...,w, sonld = f(wy),..., f(w,) son li.

Sea f : My(R) — R, [z] una aplicacién lineal biyectiva. Determinar la relacién entre £ y n.

Para qué valores de n existe algiin endomorfismo f : R™ — R" tal que Nuc f = Im f? Para
cada uno de los valores obtenidos, encontrar un ejemplo.

Sea f : R™ — R™ una aplicacién lineal. Entonces:
a. n < m = f no es exhaustiva.

n < m = f no es inyectiva.

n < m = f es exhaustiva.

n < m = f es inyectiva.

n =m = f es biyectiva.

© 0T

Sea f : R* — R? una aplicacién lineal. Entonces:
a. f es exhaustiva.
b. f es exhaustiva = dim Nuc f = 2.
c. dim Nuc f = 2 = f no es exhaustiva.
d. dimNuc f # 1 = f es exhaustiva.

Sean f:R™ — R™ y g: R™ — R™ unas aplicaciones lineales tales que n > m. Entonces:
a. La composicion f o g no puede ser biyectiva.
b. La composicién g o f no puede ser biyectiva.

Sean f: F — F y g: F — E unas aplicaciones lineales tales que go f : E — FE es biyectiva.
., Qué se puede decir sobre la inyectividad y exhaustividad de las aplicaciones f y g7

Sean f : E — F y g: F — FE unas aplicaciones lineales tales que (g o f)? = Id. ;Qué se
puede decir sobre la inyectividad y exhaustividad de las aplicaciones f y g7

Sean f,g: E — FE unos endomorfismos tales que g o f = 0. Entonces:
a. Im f C Nucg.
b. Img C Nuc f.
c. Nucf CImyg.
d. Nucg C Im f.

Sean f,g: E — E dos endomorfismos cualesquiera de un espacio vectorial E. ;Cuéles de las
siguientes afirmaciones son ciertas?

a. fog=0=f=00g¢g=0.

b. gof=/fog.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

c. f biyectiva = (fog) "t =g 1o f.

Sean f: E — Fyg:F — G dos aplicaciones lineales entre espacios vectoriales de dimension
finita. Entonces:

a. dim[Nue(g o f)] = dim E — dim Im g.

b. dim[Im(g o f)] = dim E — dim Nuc f.

c. dim[Im f N Nucg] = dimIm f — dim Nucg.

d. dim[Im f N Nucg] = dimIm f — dim[Im(g o f)].

Sean f,g: E — E dos endomorfismos de un espacio vectorial de dimension finita. ;Cuéles
de las siguientes afirmaciones son falsas?

rango(g o f) < rangog.

rango(g o f) < rango f.

f invertible = rango(g o f) = rango g.

g invertible = rango(g o f) = dim E.

go f=0=rango f +rangog < dim F.

o0 TP

Sean f,g : F — FE dos endomorfismos tales que f es biyectiva. ;Cuédles de las siguientes
afirmaciones son ciertas?

a. Nuc(f og) =Nucg.

b. Nuc(go f) = Nucg.

c. Im(fog)=TImg.

d. Im(go f) =Img.

Sean f : R* — R?® y g : R?® — R? unas aplicaciones lineales tales que dimNuc f = 1 y
dim[Nuc(g o f)] = 1. Calcular dim Nucg.

Sean f : R®> — R*y g : R* — R® unas aplicaciones lineales no nulas tales que go f =0y
rango g = 3. Calcular dim Nuc f.

Sean f : R? — R*y g : R* — R3 unas aplicaciones lineales tales que f es inyectiva y gof = 0.
Acotar superiormente el rango de g.

Sean f:R"™ — R" y g : R™ — R™ unas aplicaciones lineales tales que f es exhaustiva y g es
inyectiva. Calcular el rango de la composicién g o f.

Sean E'y F' dos espacios vectoriales de dimensién finita. Sea U = (u1, ..., u,) una base de E.
Sea f : E — F una aplicacién lineal tal que Nuc f = [uq,...,u,] para algin r < n. Entonces:
a. Las imdgenes f(uy41), ..., f(un) son 1d.

b. Las imdgenes f(uy41),..., f(uy) son li pero no generan Im f.
c. Las imdgenes f(u;41),..., f(u,) generan Im f pero no son li.
d. Las imagenes f(u,41),..., f(u,) son una base de F' si la aplicacién f es exhaustiva.

Sea f : E — E un endomorfismo tal que f2+ f+Id = 0. ;Es f invertible? En caso afirmativo,
expresar ! en funcién de las potencias fO =Id y f! = f.

Sea FE un espacio vectorial de dimensidn finita, F' un subespacio vectorial de E'y f € End(E).
Entonces:

a. Nuc f # {0} = dim f(F) < dim F.

b. (Im f) N F # {0} = dim f(F) = dim F.

c. Nucf)NF #{0}=dim f(F) < dim F.

d. dim f(F) = dim F = f es inyectiva.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Sea E un espacio vectorial de dimensién finita y f € End(FE). ;Cudles de las siguientes
afirmaciones son ciertas?

Nuc f = Nuc f2 = Im f = Im f2.

Nuc f C Nuc f2.

Im f? C Im f.

f?=0<1Imf C Nucf.

Si Nuc f = Nuc f3 es posible que Im f # Im f3.

o0 TP

Sea G = {(7,y,2) €ER3 : 2 -2y +2=0}y E = {f € End(G) : trazaf = 0}. ;Es F un
espacio vectorial? En caso afirmativo, ;de qué dimensién?

Sea G =[(2,-1)] y E ={f € L(R3R?) : Im f C G}. ;Es E un espacio vectorial? En caso
afirmativo, ;de qué dimensién?

Sea f : R? — R3 el endomorfismo definido por f(z,y,2) = (ax+y+z,2+ay+z,2+y+az).
i Para qué valor de o se cumple que dim Nuc f = 17

Sea f : R® — R3 un endomorfismo tal que Nuc f = {(z,y,2) € R?: 22 + y + 2 = 0}. Sean
u=(1,-1,2) y v = (—2,2, ). ;Para qué valor de o se cumple que f(u) = f(v)?

Sea u = (a+3,5,1) y f:R?® — R3 el endomorfismo cuya matriz en la base natural N es

2 1 0
My(H=| -1 8 -7
01 -2

iPara qué valor de a se cumple que u € Im f?

Sea f:R* — M3(R) la aplicacién dada por

_ r+y y+=z

Calcular una base del espacio cociente R*/ Nuc f.

Sea U = (u1,us,us) una base de un espacio vectorial E y f : E — E un endomorfismo tal
que los vectores f(u1) = f(uz2) y f(us) son li. Calcular el nicleo de f.

Sea N = (e1,ea,e3,e4) la base natural de R*. ;Cudntos endomorfismos f : R* — R* tales
que f(e1) = es, f(es) = eq y f? = f existen? Calcular el nicleo y la imagen de cada uno.

Sea U = (u1,us,us3, U4, us) una base de R°. ;Cudntos endomorfismos f : R® — R® tales que
up —ug € Nuc f, f(u1) = ug + ua, f(ur +uz) = uz y fua) = f(uz) existen? ;Qué rango
pueden tener esos endomorfismos?

Sean u; = (17()’0)) Uz = (1 O 1)a (_17 1a0)7 Uy = (17 1a 1)7 U1 = (1a 130)7 Vg = (0717O)a
vy = (1,2,0) y vg = (2,4,1). LCuantos endomorfismos f : R® — R? tales que f(uj) = v;
para j = 1,2,3,4 existen? ;Y cudntos tales que f(u;) = v; para j =1,2,37

Sean u; = (1,1,0), us = (0,-1,1), uz = (1,0,—1), v;1 = (1,-1,0,0), vo = (0,1,2,-1) y
vy = (—1,—1,—4,2). Sea f : R — R* la aplicacién lineal tal que f(u;j) = v; para j = 1,2,3.
Estudiar la inyectividad y exhaustividad de f.

Sea f:R* — R3 una aplicacién lineal tal que
» Nuc f = {(21, 29, 73,24) € R* : 52y — 9 — 53 = 0 = 51 + 22 — 54}
= Im f = {(y1,92,43) €R® 11 +y2 — y3 = 0}.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

- £(1,2,0,1) = (1,1,2).
» Existe A € R tal que f(0,1,2,1) = (M A+ 1,A).
Calcular f(3,—1,-3,0).

Sean wui, ug, uz y uy cuatro vectores de R* y sea f : R* — R* un endomorfismo tal que
fluy) = us, f(uz) =ug y f2 = f. Entonces:

a. rango f = 2.

b. U1, U li = us, Ug li.

c. ug,uyq li = dim Nuc f < 2.

d. Nuc f = [u1 — us, us — uy].

Sea N = (ey, €2, e3) la base natural de R® y f : R? — R3 el endomorfismo tal que f(e;) = e,
f(e2) = ez y f2 =1d. Calcular la matriz MY (f).

Sea f : R* — R* un endomorfismo tal que f? —2f 4+ 3Id = 0. Sean u;, up € R* unos vectores
tales que si uz = f(uz) y us = f(u1) entonces U = (uy, ua, us3,us) es una base de R*. Calcular

la matriz M (f).

Sea f : Ma(R) — M>(R) el endomorfismo f(A) (v1.v2,v3,v4) la base

deMg(R)formadaporv1—<8 (1)>,U2—<(1) 8>,U3—<(1) 8)}’”4—(8 (1)>

Calcular la matriz M (f).

Sea U = (u1, us, us, us) una base de un espacio vectorial E'y f : E — E el endomorfismo tal
que

a 0 —a a
0 b 0 b

My (f) = 0b 0 b a,b#0.
a 0 —a a

. Cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas?
. det f =0.

. E=NucfeImf.

Im f = [ug + ug, ug 4 ug).

flur +uq) =2a- (ug +ug) + b (ug + us).

. [U1 + uz,up + uo — U4] G Nuc f.

o A0 T

Sea f : Ro,[z] — Rap[z] el endomorfismo definido como f(P(z)) = P(z) + P(—z). Calcular
una base del niucleo y otra de la imagen de f.

Sea f: M3(R) — M2(R) una aplicacién lineal. Sea A la matriz de la aplicacién f en la base
natural de M3 (R). Consideramos las siguientes propiedades del endomorfismo f.
i. La imagen de la traspuesta de una matriz coincide con la imagen de la propia matriz:

fle)=f(e") Ve € My(R).
ii. La imagen de cualquier matriz es una matriz simétrica:
fle)=f(e)" Ve € My(R).

También consideramos las siguentes propiedades de la matriz A.
a. La matriz A es simétrica.
b. La matriz A es antisimétrica.
c. La tercera columna de la matriz A es igual a su segunda columna.
d. La tercera fila de la matriz A es igual a su segunda fila.
Relacionar las propiedades de ambas listas.
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Sea f : Ma(R) — M3(R) un endomorfismo tal que el subespacio vectorial de M(R) formado
por las matrices triangulares superior es invariante por f. Sea

ay az a3z a4

_ aNgg | b b2 b3 by
A=My(f)= o oy s cy
di doy dsz dy

la matriz de la aplicacién f en la base natural de M2(R). ;Qué elementos de la matriz A
podemos afirmar que son nulos? Idem en el caso triangular inferior. Idem en el caso diagonal.

Sea f : Rs[z] — Rs[z] una aplicacién lineal que conserva el grado de los polinomios; es decir,
un polinomio y su imagen siempre tienen el mismo grado. Sea

ag by co do
ar b1 ¢ dy
ay by ca do
a3 bz c3 ds

A=MY(f)=

la matriz de la aplicacién f en la base natural N = (1,2, 22, 2%) de R3[z]. ;Qué elementos
de la matriz A son nulos? ;Cuéles son no nulos?

Sea f : R,[z] — Ry [z] una aplicacién lineal tal que

Nucf = {P(z) € R,[z]: P(—z) = P(x)}
Imf = {P(z) eR,[z]: P(—z)=—P(x)}.
Sea A = MY (f) la matriz de la aplicacién f en la base natural N = (1,z,...,2") de R,[z].

1 Qué elementos de la matriz A podemos afirmar que son nulos?

Sea G = [(8,1)] un subespacio vectorial de R? y f : R® — R? la aplicacién lineal definida por
f(:l?l,fbg,xg) = (21‘1 + 3:172 + T3, —T1 + 4:172 + 173).

Calcular la anti-imagen f~1(G).

Sea f : R? — R3 la aplicacién lineal definida por f(x,y) = (x —vy, 2z, —y). Sea W = (w1, w2)

con w; = (1,0) y we = (1,1) una base de R%. Sea V = (v1,v2,v3) con v; = (1,1,0),

vy = (0,1,0) y v3 = (0,1,1) una base de R3. Calcular la matriz MY (f).

Sean U = (u1,us) y V = (v1,v2) dos bases de R? tales que vy = 2-uj +us y vo = uy — 2 - us.
Sea f : R? — R? el endomorfismo tal que f(u1) =u; —2-uz y f(uz) = uz. Calcular My (f).

Sea f : R? — R? la aplicacién lineal dada por f(z,y) = (z+y,z—vy,2z). Sea B la matriz de f
en la base de salida U = ((1, 1), (0, 1)) y la base de llegada V' = ((1, 0,0),(0,-1,0), (0,1, 1))
Calcular BT B.

Sea U = (uy,us,u3) con u; = (1,0,0), uz = (1,1,0) y uz = (0,0,2) una base de R3. Sea
f :R3 — R3 el endomorfismo cuya matriz en la base U es

100
My ()= -1 10
0 1 2

Calcular f(0,—1,4).
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49.

50.

o1.

52.

53.

o4.

95.

96.

Sea U = (u1,u2) y V = (v1,v2) las bases de R? formadas por los vectores u; = (1,1),
=(0,—1), v1 = (0,1) y va = (—1,0). Sea f : R? — R? el endomorfismo tal que

w3 o)
Calcular f(-1,3).

Sea f : R? — R? el endomorfismo tal que f(1,1) = (0,-1) y f(-1,2) = (3,1). ;Es f
invertible? En caso afirmativo, calcular f=1(1,1).

Sea N = (e1,ez) la base natural de R? y sea U = (ug,us) con u; = (1,0) y ug = (1,1) otra
base de R?. Sean f, g : R? — R? los endomorfismos tales que

=g 5) mw-(7 7).
Caleular (g o f)(1,1).

Sean N = (e, e3) la base natural de R? y sea U = (uy, uz) con u; = (1,0) y uz = (1,1) otra
base de R?. Sean f, g : R? — R? los endomorfismos tales que

=g 5) mw-(_ 7).
Caleular (f o g)='(1,1).

Sea N = (e, e2) la base natural de R? y sean f, g : R? — R? los endomorfismos tales que

f(oa 1) = (717 1) f(]-a 1) = (07 1) 9(170) = (07 1) (17 *1) € Nucg.
Calcular la matriz MY (g o f).

Sea f : Ro[z] — Ro[z] el endomorfismo cuya matriz en la base (1,1 —z,1 — z + 2%/2) es

1 1 1
01 1
0 0 1

Calcular los valores de ag, a1, az € R tales que f(P(x)) = agP(z) + a1 P'(z) + aa P"(x).

Sean U = (u1,...,un) y V = (v1,...,0,) dos bases de un espacio vectorial Ey f : F — E el
endomorfismo tal que f(u;) =v; para j 