SOLUCIONES DE ALGEBRA LINEAL (VERSION 3.1, 07/09/02)
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0. COMPLEJOS

1. En forma exponencial (la polar se deduce facilmente de la exponencial) queda:

123 -1 — \/561571—/4,
(1+1)3 — 2\/561371'/47
7 i
(1 + \/31) — 12867/3,
5
(f_";;g — 16673,
(\/§+ \/51)6 _ 4 ei57‘r/6
2~ 81 :
(3-3V3i)

2. Los resultados expresados en forma cartesiana (es decir, en forma binomial) son:
Vio= + (\/5/2 + i\/§/2> ,

1-Vi = 1-v3/2—i/2,1+V3/2—-1/2, 1 +1i,
e—iﬂ'/3 (1_(1+1)3) —_ 3_2\/5_ 2"’3\/§17

2 2
1 +1100
(1+Vv3)
3 3
(1+\/§i) - (1—x/§i) = o
3. a=-3/2.
4. El cero y las seis raices sextas de la unidad. Es decir, z =0y z = e*™/3 con k = 0,...,5.

5. Un ntimero complejo z cumple la ecuacién (z — 2)2 = i222 si y sélo si Rez = +v/3Im 2.
Obtenemos por tanto el par de rectas que pasan por el origen y forman un dngulo de 7/6
radianes (es decir, treinta grados) con el eje real.
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Hay dos soluciones:

_3+5vV3  1-43, _3-5V3  1+V3.
= 5 -~ b z= 5 -
La suma da cero. De hecho, la suma de las n raices n-enésimas de un nimero complejo siempre
da cero.
Hay dos soluciones. La primera esta formada por los nimeros 2 y 1+i. La segunda esta formada
por los nimeros 2 y 1 —i.
B=(4,5)y D=(0,1).
Hay dos soluciones: C' = 2v/2(1 + 2i) y C = 2v/2(2 —i).
Hay dos soluciones: z = +2/21.

1. PoLINOMIOS

a) P(2) =P'(2)=P"(2) =0y P"(2) =42 # 0. Se deduce que x = 2 es una raiz triple del
polinomio P(x).
b) P(z) = (v —2)3(2® + x + 1) en R[z].
P(z) = (z — 2)3 (x+§+§i) (:ch f%) en Cfz].
A=p=2.
Si a = —4, entonces = 1 es una raiz doble. Si a = 4, entonces = —1 es una raiz doble. No
hay mds posibilidades.

P(x) =377, ?—J, no tiene raices multiples.

a) m.c.d.[P(z),Q(z)] = :r —2.
m.cm.[P(z), Q(z)] = * — 523 + 922 — 8x + 4.
Pi(z) =%y Qi(z) = (at—&- 1).

b) m.c.d.[P(x),Q(z)] =23 — 322 +3x — 1 = (ac —1)3.

m.cm.[P(z),Q(z)] = 2% — 62° + 112* — 423 — 922 + 10z — 3.
Qi(e) =~z +3).
¢) m.c.d.[P(z),Q(x)] = 1; es decir, los polinomios son primos.
m.cm.[P(z),Q(z)] = P(z) - Q(x) = 2° — 72® + 122* + 142® — 5922 + 57z — 18.
Pi(z) = 45—0(61 —172) y Q1(%) = 555 (1723 + 242” + x + 58).
) P'(z) =322+ 22— 8 =3(z +2)(z — 4/3).
) La rafz comtn es z = —2. Ademés, P(x) = (z + 2)%(z — 3).
) mcd[ (x), P'(z)] =z + 2.
) Pi(z )= 55 ¥ Qu(x) = 553z + 1).
) b =a?
) mcd[:c —a,x? —b]—ac—a
m.cm.[z® — a, 2% — b = 27 + a7 1b%2% + a7 225 — az? — b2z — a~1bh
¢) m.e.d.[x® — 32,23 — 8] =z — 2.
m.cm.[z® — 32,23 — 8] = 27 + 22° + 42° — 3222 — 642 — 128.
P(z) =8+23(x—1)+33(z—1)2+25(x — 1)> + 9(z — 1)* + (x — 1)°. El resto de dividir P(z)
entre Q(r) = (x — 1)% es R(z) =8 +23(z — 1) + 33(x — 1)2.
a) El resto de dividir P(z) = 2?" — na"t! — 32 + 2 entre Q(z) = (v — 1) es R(z) =
n?+3n-3)(x—1)+n=n?>+3n—-3)xr—n?—2n+3.
b) El resto de dividir P(z) = nz"*? — (n + 2)2" ! + (n 4+ 2)x — n entre Q(z) = (z — 1)3 es
R(z) = 0. Es decir, Q(x) divide a P(z).
a) El resto de dividir P(z) entre Q(z) = (z — 1)(x — 2) es R(z) = 2 + 3.
b) El resto de dividir P(z) entre Q(z) = 2® — x es R(z) = —2% + 22 + 1.

T A0 T

_1b2.

. 5
Hay dos soluciones: a = % + ?
Si m = —1, entonces = = 2 es una raiz comun. Es la tnica posibilidad.

P(z) =2* + 122 — 5 = (22 — 22 + 5)(2% + 22 — 1).
P(z) = (527 — 2125 + 3523 — 352)/16.
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15. La primera descomposicién viene dada por

—50z — 10 _ —10 " 5 n 2 n 9—Tx

xr — T+ e+ n xr — x — x + xe 4+

1)2 N(x2+1 1)2 1 2 241
-10 5 2 T-% I+

(x—1)2+x—1+x+2_x+i x—1i’
Usando que 2% — 622 + 11z — 6 = (x — 1)(z — 2)(x — 3), obtenemos

32% +1 2 13 14
23— 622+ 1lx —6 r-1 z-2 z-3
Usando que 2% — 5zt + 723 — 222 + 42 — 8 = (x — 2)3(22 + 2 + 1), obtenemos
22 — 53x 1 1 12 4+
25 —bat + 728 — 222 + 4w —8 x—2+(x—2)2_(x—2)3_x2+x+1
o 1 12 a a
T e 2t w22 w—2F i-5 -7
donde a =14+ T8j a=1_108 g— 1 _Biyg— 143
Usando que 2° — 3ax? + (14 3a?)z — (a® + a) = (z — a)(2? — 2az + 1 + a?), obtenemos
1 - 1 T—a
—3a22+ (1+3a2)z — (a3 +a)  z—a x2—2ax+ (1+a?)
1 1/2 1/2
T r-a z—a—1 z—a+i
16. La descomposicion es
) B ) N 1O LoVt O
(x —a)¥(x —b)* (x—a)®  (x—a)” (x —a)? x—a
fo) S )2 f(?’()/3'
(x —b)* " (x—0b)3 (l’fb) x—0b

donde f(z) = (z —a) > y g(x) = (z — b)~*
() =1+ (1—a)z®y R(x) =1+ (B8 —1)23.
P(x) = a(z + 2)3.
S(z) = —p(x —2)3.
fEC'R)&a=8=1/2, fe C*(R) & a=3=1/2y f nunca es de clase C3(R).
Cuando o = § = 1/2 los polinomios son

Pl)=(x+2)3/2 Q@)=1-2%/2 R(x)=1+2%/2 S(z)=—(z—2)3/2.

Se obtiene el tipico dibujo de campana de los B-splines.

2. EspPACIOS VECTORIALES

1. a) Fsi Gsi
b) F si. G si.
¢) Fsi. G no.
d) F si. G no.
2. (i) Sean (z,y, 2,t) las coordenadas en R*. Entonces:

a) Linealmente dependientes.
Una base es ((1,2,2,1),(5,6,6,5),(—1,—-3,4,0)).
Una posible ecuacién es {7z —y + z — 7t = 0}.
b) Linealmente independientes, luego son una base.
Una posible ecuacién es {2z —y = 0}.
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c¢) Linealmente dependientes.
Una base es ((1,0,2,1),(2,1,3,4)).
Unas posibles ecuaciones son {22 —y — 2z =0, x + 2y — t = 0}.
d) Linealmente dependientes.
Una base es ((0,0,2,—1),(1,0,3,2),(0,1,1,1)).
Una posible ecuacién es {7z + 3y — z — 2t = 0}.
e) Linealmente independientes, luego son una base de R*.
f) Linealmente independientes, luego son una base.
Una posible ecuacién es {7z + 25y + z — 10t = 0}.
(ii) Son linealmente independientes y una base de R3. No tiene ecuaciones.
(iii) No se pueden dar las ecuaciones, ya que dim F(R,R) = oo.
a) Son linealmente dependientes. Una base es (e!™).
b) Son linealmente independientes, luego son una base.
3. a) Una base de U es ((1,0,0,0),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)).
Una base de V es ((1,-1,0,0),(0,0,2,1)).
((

b) Una base de F es ((z — ) (z—l)):(x2 2z + 1,2% — 322 + 3z — 1).
1 0 0 1 0 0
c) UnabasedeGes(<0 _1), 0 0 ,<1 0)>
d) Una base de F es ((1,1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)).
Una base de G es ((1 ,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1
e) Una base de H es (22 —x — 1,23 — 2 — 1).

3 —
10 0 1 00
f)UnabasedeIeS((O 0>,<1 0>’<0 1>)

4. a) U={(z,y,z,t) eR*: 22 +y+2=0, bz +y—t =0}

V ={(z,y,2,t) € R*: 22 — y—O z2=0, x —t=0}.
F:{GO+CL1CE+CLQZC +a3$ ERg[] 3ag —ag =0, a; =0, a3:0}.
Gz{( >6M2(R):a+d:0 b:O,CZO}.
U:{xy,zt)€R4 r—y+3z—t=0}
V ={(z,y,2,t) e R* : 2 = 0}
e) F = {ag+ a1r + azx?® € Ra[z] : 9ag — 24a; + 16a = 0}.
) G:{( . 2 ) EMQ(R):a—4b—|—c+d:0}.
5. a) Si. Una base es (xz—x—l).
b) Si. Una base es (22 + 3,1).
6. a) Es una demostracion.
b) e1+--+e,=—u; —2us —3uz — -+ — (n — Duy—1 + nuy,.
7. a) F={(v,y,2,t) eR*:3z —y — 52—t =0}.
b) Una base de G es ((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)).
)

Una base de FNG es ((1,2,0,1),(3,4,1,0)).
F+G=R.
8. a) dimV; =2y dimVs = 1.
Una base de V; es ((1,-1,0), (1,0, —-1)).
Una base de V3 es ((1,2,3)).
b) Siu= (x,y,2) € R?, la descomposidién u = u; + ug, u; € Vi, ug € Vo, es:

’ 3 ’ 2
r+y+z x+y+z x+tyt+z
6 ’ 3 ’ 2 ’

<5xyz —x+2y—2z :cy+z>
uy = ’
6

U2
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a) Una base de Fy + Fyes (1+2t + 12,1+t — 12 — 3,1+t +3).
Una base de F1 N Fyes (1 +t—t2 —t3).
La suma F; + F3 no es directa y tampoco es igual a F = R3]t].
b) Una base de F; + Fy es (1,t,t2,t3).
Una base de Fy N Fy es (1 — 2t2).
La suma F; + F» no es directa, aunque si es igual a E = R3[t].
a) La suma F' + G no es directa, aunque si es igual a Mz (R).
b) FF & G = Ma(R).
Si notamos por G a un complementario de F' en F, entonces

a) G=1(0,0,1,0),(0,0,0,1)].

b) G = [2°].

D6

d) G =11,27].

e) G={0},yaque F=F.

£) G = (8 . }

a) dim F = 2. Una base de F es ((z — 1)2, (z — 1)3).

b) Si.

ior -2 e e (3 0).(1 7))
z) Sims = na base de F es o1 )l 1))
)

a) dmF =1ydimG=2 F=[?>—-t]yG=Ry[t] =[1,t].
b) t2 —5t+2¢G.

3t —4 € G. No son tnicos: A\g =pu—4, \1 =7—-2uy Ao =, Vu € R
¢) dmFNG=0ydimF+G=3. FNG={0}y F+G =Ry[t] = [1,t,t?]. Lasuma F + G
es directa.
d) Una base de un complementario de F' + G en Rs[t] es ().
) Es una demostracién.
b) dmF =2y dimH = 1.
c¢) Una base de F es (z? x3)
Una base de H es (23 — 2% + 2z — 1).
d) dmFNH=0ydmF+H=3. FNH = {0}.
Una base de F + H es (1 — 2x, 22, 23).
e) Una base de un complementario de F' en R3[z] es (1, z).
Una base de un complementario de H en R3[z] es (1,x, z?).
a) Es una demostracion.
b) Es una demostracién.
¢) dimF =00y dimG = 2.
Una base de G es ((1,0,1,1,2,3,...),(0,1,1,2,3,5,...)).
a) Es una demostracion.
b) Es una demostracién.
¢) Lasuma es directa, ya que dada una funcién h(z) € F(R,R) existen unas tinicas funciones

f(z) € Py g(x) €I tales que h(z) = f(x) + g(x):

flay = MRS gy - ) R0

)+ F).

a) Una base de R3/F es ((1,0,
0,0)+ F,(0,1,0) + F).

b) Una base de R?*/F es ((1,

o O

b
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(1,1,-1,1)+ F.
Si.
Si.

20. No. No. Si.

21. Una base de R%/F es (uy + F,us + F) con u; = (1,0,0,0,0) y us = (0,0,1,0,0).
(0,1,-1,0,0) + F=0-(u1 + F)+ (-1) - (ue + F) = —ug + F.

22. Una base de R%/F es (u; + F,uz + F) con u; = (1,0,0,0,0) y ug = (0,1,0,0,0).
(1,0,0,1,0) + F=1-(u3 + F)4+0-(us+ F) =u; + F.

23. dimM =6,dimN =7y dim(M + N) =09.

3. MATRICES

. . . . ., 2
Sistema compatible determinado, siendo su solucién X = ( (2) 1 )

Sistema incompatible.
Sistema compatible indeterminado con 2 grados de libertad, siendo sus soluciones

1+ 2a 2b
1—7(1 1—2p

X = 2 , a,beR.
a b

§
2
a

Q“mw

Sia#1y as# —2, el sistema es compatible determinado, siendo su solucién

1 a—1 -2
X=——"—++1[| a-1 2(a+1)
(a=D+2) \ ,_4 _9
Sia=1o0a= -2, el sistema es incompatible.

Sistema compatible indeterminado con 2 grados de libertad, siendo sus soluciones

l—a 1-0
l—a 2-0
X = 1—a 1-3 | a,beR.
a b
. . . . . 1 0
Sistema compatible determinado, siendo su soluciéon X = ( 11 )
Sistema compatible indeterminado con 2 grados de libertad, siendo sus soluciones
1—-2a a-1 a
X"(—1—% 24b b)’ @b eR.

Sistema incompatible.
Sistema compatible indeterminado con 2 grados de libertad, siendo sus soluciones

a 1 3 7
21 —2a+1 a
X:(% A ), a,beR.
3tq —3b—g7 0
)
A7l = 5
a+1 -1 -1
Si a # 1, entonces B! = a71 -1 1 0
—1 0 1

Si a = 1, entonces la matriz B no es invertible.
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-2 be ac

c) Siabc#0, entonces C~+ = 21— | be —b* ab
ac ab —a?®
Si abc = 0, entonces la matriz C' no es invertible.

1 a (12 . an72 anfl
01 a --- a3 a2
00 1 ..o g% g3

d) D! =
00 0 - 1 a
00 0 .- 0 1

4. a) El sistema es compatible determinado, siendo su solucién 1 = 2, xo =0y 3 = —1.

b) El sistema es compatible indeterminado con 2 grados de libertad, siendo sus soluciones

—_ 3 _ 2 11 3 _ 1 7 1
$1—1—2$4—§$5, Ty =3 — 3Ty — 35T5, X3 = 3 — 3%4 — 5Ts, xq4,75 € R.

5. a) La resolucién completa es muy larga. La discusién de casos es la siguiente.
Caso Discusién
a=1lyb=1 Compatible indeterminado con 3 grados de libertad
a=1lyb#1 Incompatible
a= -3y b= —1| Compatible indeterminado con 1 grado de libertad
a=-3yb# -1 Incompatible
a#1,-3 Compatible determinado

b) Al igual que en el apartado anterior, nos limitamos a discutir el sistema.
Si a # b # ¢ # a, el sistema es compatible determinado.
Sia=b,a=cob=c, pero ninguno de los niimeros a, b, ¢ es igual a uno, el sistema es
incompatible.
Sia=0b a=cob=c yalguno de los nimeros a,b,c es igual a uno, el sistema es
compatible indeterminado.
6. El sistema es compatible y determinado. La tnica solucién del sistema viene dada por x; = 0,
Tog =01, 3 =042, ..., Ty =Ap—-1 Y Tp4+1 = Qp.
7. Sia =1, elsistema es compatible indeterminado con 4 grados de libertad, siendo sus soluciones

l—a—b a b
X_(l—c—d . d)’ a,b,c,d € R.

Si a = —2, el sistema es incompatible.
Sia#1ya#—2 el sistema es compatible determinado, siendo su solucién

X:a«lk2<_<a1+1) ! (a+11)2 )

*®

Hay equilibrio cuando P, = Dy, P, = Dy y P35 = D3. Resolviendo el sistema queda P, = 23,
P, =120y P; = 40.
9. Las proporciones son 12'5%, 75 % y 12’5 %, respectivamente.

6 —17 3 (4 2
. . 1 _ 3
10.  a) Compatible determinado, con X = £ ( 37 14 > yY =z ( 9 1 >
. . _ 28 5 (61
b) Compatible determinado, con X = < 1] _9 ) yY = < 0 0 )
4 0 =77 0
0 -1 0 2
-1 _ 1
o) A =5 | 1 o 2 o
0 7 0 -3

b) Si.
12. Es una demostracién.
13. El sistema A®X = B es compatible y determinado, pues det A% = (det A4)® # 0.
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4 3 -2
4. a=0b=1yX=| -3 -1 1
-1 -1 1

4. APLICACIONES LINEALES

Si.
No.
Si.
S

No.
i
f es lineal si y s6lo si a = 0.
Es una demostracion.
Una base del nicleo es ((2,1,—1)).
Una base de la imagen es ((1,0,1),(0,1,0)).
¢) No. No. No.
2

3. (i) a) La matriz de f en las bases naturales es -1

1

O = O =
OO ==

2
b) La aplicacién es inyectiva, ya que Nuc f = {0}

Una base de la imagen es ((2,1,-1,0),(5,2,2,1),(5,—2,3,2)).

(
0o 3
3 3
(i)  a) La matriz de f en las bases naturales es 1 0
0 4
0 1

VO O kO

b) La aplicacién es inyectiva, ya que Nuc f = {0}. ’
Una base de la imagen es ((3,2,1,4,0),(0,3,1,0,0),(0,1,3,0,1)).
4. a)Nucf#0&rangof <3< detf=0<p=1.
b) Sip =1, una base del nicleo es ((1,0,—1)).
¢) Cuando f(4,0,—4) = (0,0,0), necesariamente p = 1.
Si p =1, una base de la imagen es ((—1,2,2),(2,1,0)).
5. a) Es una demostracion.

b) Una base de Nuc f es <

N
o~
o =
N———
oo o—

0 1 0 0 1 0 00
Una base de Im f es -1 0 , 00 -1 1,0 01
00 -1 1 0 0 -1 0

o
N
=
~
S~—"
|
I
oSO oo o+~ O~O
cCoocoOoOrRORO

O == =P, OOk OO

O O R OO OoOoOOo

. , 0 1 0 0 0 0
d) Un complementario del nicleo en M3 (R) es [( 0 0 > , ( 1 0 > , ( 0 1 ﬂ
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Un complementario de la imagen en M3(R) es [Mi1, Mo, Moo, M3y, Mso, Mss], donde
M;; denota a la matriz de M3(R) cuyos elementos son todos nulos, excepto el situado en
la fila ¢ y la columna j, que es igual a uno.
6. a) Si.
b) Una base de Nuc f es ((1,1,1)), luego dim Nuc f = 1.

Una base de Im f es (((1) ?),(:1 é)),luegorangofdimhnf?.

¢) La aplicacién no es inyectiva, ya que Nuc f # {0}.
La aplicacién no es exhaustiva, ya que 2 = rango f < dim M5(R) = 4.

2 -1 -1

. -1 3 1

d) La matriz de f en las bases u y v es M¥(f) = 1 2 0
1 2 0

7. Una posibilidad es la aplicacién f : R* — R? definida por
f(x7y727t) = (‘/I’. _3y+tay_t)'

La matriz de esta aplicacién en las bases naturales es M (f) = ( (1) _il)) 8 _} )

La aplicacién f es exhaustiva, ya que rango f = 2.
8. a) Nucf=][(1,0,0)] e Im f =[(2,0,0),(1,3,0)].
b) Una posible base es la formada por u; = (1,0,0), us = (O, %, 0) vV uz = (0, i
9. Una posible base u es la formada por u; = (1,0,0), us = (0,1,0) y us = (=2,1,1)
mientras que una posible base v es la formada por los vectores v; = f(u1) = (1,—1,2,0),
vg = f(uz) = (1,1,0,—1), v3 = (0,0,1,0) y v4 = (0,0,0,1).

3 00
10.  a) La matriz en la base naturales A= 1 -1 0
2 11

9 17 21

b) La matriz en la base (u,v,w) es B=1 [ 1 1 1

2 —-14 2

¢) Si, pues rango A = 3. (O también: Si, pues det A # 0.)
La aplicacién inversa es f~!(z,y,2) = (¢/3,2/3 —y,—x + y + 2).

i 00
La matriz de la inversa en la base natural es A~ = % -1 0
-1 11
—4 82 1
La matriz de la inversa en la base (u,v,w) es B™! = & ( 0 6 —3
4 —40 2

d) Esuna comprobacién. Basta ver que (4%2—1d)(A—3Id) = 0. (También se puede comprobar
viendo que el polinomio caracteristico de la aplicacién f es Qf(t) = (t2 — 1)(t — 3), pero
eso corresponde a un tema posterior.)

11.  a) Es una demostracién.

b Nucf:K(l) (1)),<_(1) é)}yNuCQZK(l)
o re0 (5 0) = (aaly 057 ) vees

d) Es una demostracion.



10

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

Depositado en http://www—mal.upc.es/~rafael/al/soluciones.pdf

e) Las matrices de f en las bases e = (e, e, e3,e4) y u = (u1, us, us, uyg) son

1 0 0 -1 0 0 0 -1

em | O1 1 0 wem OO0 0 0
Me(f)* 0 1 1 O ) Mu(f)* O 1 2 0
1 0 0 -1 0 0 O 0

a) Es una demostracion.

b) Nuc f =[1] # {0} e Im f = R]z].

¢) Nucg = {0} e Img = [z,2%,23,...] = {p(x) € R[z] : p(0) = 0} # R[z].

d) f es exhaustiva, pero no inyectiva. g es inyectiva, pero no exhaustiva.

e) fog=Ild#gof,yaque fog:p(x)—p(x)ygof:p(x)— plx)—p(0).

f) La moraleja de este problema es la siguiente: “Los espacios de dimensidon finita son
mds simples que los espacios de dimension infinita”. Por ejemplo, si E es un espacio de
dimensién finita y tenemos dos endomorfismos f,g: E — E sabemos que:

e f es inyectiva si y sOlo si f es exhaustiva.
e fog=ldegof=ldeg=fta f=g9g"1
Estas propiedades son falsas cuando dim F = oc.

a) La matriz de f en las bases naturales es A = ( 1 2 :2 ) .

_ 8
b) La matriz de f en las bases B} y B) esB:( (1) 3 i) )
3
c¢) Las coordenadas de la imagen del vector (1,2,3)3, son (23—6, %) %
a) La matriz de f en las bases By y By es A = ( 1 _i ) .
b) f es biyectiva, ya que det A # 0.
¢) La matriz de f en las bases B} y B} es B = < _; _;l > .

a) Es una demostracion.
b) DoM — Mo D =1d, ya que

Do M :p(x) — p(x) + zp(z), Mo D : p(x) — xp/(z).

¢) No, aunque la restriccién de D al espacio R, [z] si es nilpotente.

a) Es una demostracion.

b) Queremos calcular la inversa de la aplicacién f = Id — D, donde D denota la derivada.
Sabemos que D"*! = ( en los polinomios de grado < n. Por tanto, usando la identidad
(Id—=D)o(Id+ D + D? +---+ D") = Id — D""!, se obtiene que la aplicacién f es
invertible, siendo su inversa f~! =Id + D + D? + ... 4+ D",

Es un problema teédrico.
Es un problema teérico.
Es un problema tedérico.
El enunciado de este problema tiene un error tipografico.
a) Para probar que la aplicacién f4 : Ma(R) — M3 (R) es lineal basta ver que

fa(BiB1 + B2B2) = A(B1By + BoBs) — (f1B1 + B2B2)A
= B1(AB1 — B1A) + f2(AB2 — B2 A)
= [ifa(B1)+ Bafa(B2).
0 —c b 0
b) SiA:(CCL 2>,lamatrizdefAesM(fA)= 7ﬁ aad dga _ZC)
0 c —b 0

¢) El valor médximo (respectivamente, minimo) que puede alcanzar dim Nuc f4 al variar la
matriz A es 4 (respectivamente, 2). (Nota: [Id, A] C Nuc f4.)
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23.
24.
25.

26.

27.

28.
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d) SiA:((l) (1)),entoncesNucfA:[Id,A]:[((1] (1)),((1) (1))]

SiA=1d= ( (1) (1) ), entonces Nuc fa = Ms(R).

a) Basta comprobar que M? + M + Id = 0.
b) Si escribimos la nueva base como u = (u1, ug, us, uq) = (e1,9(e1), es,g(e3)), vemos que

g(w) = gler) = uz,
glua) = g*(er) = —gler) —er = —u1 — ua,
glus) = g(es) = ua,
glus) = g*(e3) = —gles) —es = —uz — ua.
0 -1 0 ©
. 1 -1 0 O
Por tanto, la matriz de g en la base u es M¥(g) = 0 00 —1
0 01 -1

¢) Una base de E,, es (u1,u2) = (e1,g(e1)).
d) Si, g es un endomorfismo de E.,, ya que E., es invariante por g.
La matriz de la restriccién de g al subespacio invariante E., en la base (u1,us) es la parte
. . . . -1
superior izquierda de la matriz M (g); es decir, ( (1) . )
Es un problema tedrico.
Es un problema teérico.
Es un problema tedrico.

1 3 74 1 3 4 10 2 0
a) | 8 =5 -1 2 | =8 -5 2 01%20).
7 -2 6 1 7 -2 1 00 01
2 3 1 —4 2 2 3 —4 10 -1 0 —4
by {1 21 -2 3 |=|12 =2 01 10 4
110 21 11 2 00 01 1
2 10 2 1 !
|3 31 :(3 3)(3?‘3)
121 1 2 3
-1 11 -1 1
Q) 0 1 2| _ 01<1o1)
1 01 10 01 2)
2 -1 0 2 -1

(i) Dado un vector arbitrario (z,y, z,t) € F, notamos (2/,y', 2", t') = f(z,y, 2, ).
Entonces (z,y/,2',t') € F, ya que

' +2 = (3 —10y — 182z — 9t) + (14y + 292 + 13¢)
= 3-(z+2)+4 - (y+22+1t) =0,
Yy 422+t = (Bx+Ty+ 14z +6t) +2- (14y + 292 + 13t) +

(—3x — 20y — 422 — 17t)
— 15-(y+22+1t) =0.

(ii) Una base de F' es (uj,us), donde u; = (1,—1,—1,0) y us = (2,0,0,1). Para probar que
F es invariante basta ver que

f(ul):(f]-v*l*la*l)eFa f(u2):(230a071)€F

El subespacio F' es invariante si y sélo si a = 1.
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29. El subespacio F' es invariante si y sélo si @ = —2. El enunciado de este problema tiene un
error tipografico. La aplicacion deberia ser

flz,y,2) = (az +2y — 22, (@ — 3)z + &’y + 22,y + (a + 1)2) .
30. Un subespacio complementario invariante de F' = [1 + 22| en Ro[z] es G = [z,1 — 2?].
Resulta muy interesante comparar este problema con el problema 8 del tema 6 (diagonali-
zacién), donde se probard que la aplicacién f es diagonalizable, siendo sus VAPs los nimeros
A1 =1, Ay = 2y A\3 = 3, mientras que sus respectivos VEPs son los polinomios P; (z) = 1+ 12,
Py(z)=zy P3(z) =1—2%
Importante: No se incluyen las soluciones de los problemas sobre dualidad, ya que actualmente estan
fuera del temario.

5. DETERMINANTES

1. a) L
b) 131.
¢) (x—1)3(x +3) = 2t — 622 + 8z — 3.
d) 0, pues la cuarta fila es la semisuma de la tercera y la quinta.
e) 0, pues la segunda columna es la semisuma de la primera y la tercera.

f) 0, pues la primera columna es la semisuma de las otras dos.

2. Una manera de empezar consiste en restarle la primera fila a todas las demés. Al hacer
esto, en cada una de las 1ltimas filas aparece un factor comtn que se puede sacar fuera del
determinante: (a — b) en la segunda, (a — ¢) en la tercera y (a — d) en la cuarta. Adem4s,
podemos desarrollar el determinate por la tercera columna que ha quedado llena de ceros. El
problema se acaba efectuando operaciones similares.

3. Dy =m9—z1, D3 = (23— 21)(x3 — 22) (w2 — 1) y D), = HlSKan(acj —x;).

4. a) Basta convertir la matriz dada en una matriz triangular inferior, restdndole a la primera

fila los multiplos adecuados de todas las demas filas.
b) —27.

5. Recordando las férmulas del binomio de Newton, vemos que el determinante de la matriz
formada por los coeficientes de los polinomios p;(z) = (z — a;)* casi tiene la forma de un
determinante de Van der Monde. Una vez visto esto, basta aplicar el problema 3.

2 1 -1
6. La matriz A tiene rango maximoy A=! = | -5 -2 3
1 1 -1
La matriz B no es invertible, pues rango(B) = 3.
7. a) Sistema compatible determinado: 1 = 1, 2o = 0, 23 = 0.
b) Sistema compatible indeterminado: z; = x3, xo = 1 — 2z3 y x5 queda libre.
¢) Sistema compatible indeterminado: x1 = 1+ xo + x5, x3 = —2¢, T4 = 1 + T5 ¥ X2, T, Tg
quedan libres.
8. a) det f = —1, pues la matriz de la aplicaciéon f en la base natural de M>(R) es la matriz

identidad con las columnas segunda y tercera permutadas.
b) det f = (ad — bc)? = (det M)2.
9. El determinante de una matriz no cambia si a una de sus columnas le sumamos una cl de las
demds columnas. Por tanto, podemos substituir la quinta columna de la matriz A por

58786 4522 x 13
30628 2356 x 13
¢ = c5 + 10cq + 100c3 + 1000c + 10000c; = | 12831 | = 987 x 13
80743 6211 x 13
16016 1232 x 13

Finalmente, sacamos el 13 como factor comin de la quinta columna y notamos que el deter-
minante de la matriz que queda es un nimero entero, pues todos sus elementos son enteros.
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6. DIAGONALIZACION

1. a) El polinomio caracteristico es
Qalt) = 12 +52 -9t +9=—(t—3) <t—1+i\/§) (t—1—i\/§).

Asi pues, la matriz A tiene tres VAPs simples (dos complejos conjugados). Por tanto, A
no diagonaliza ni en QQ ni en R, pero si diagonaliza en C.
b) El polinomio caracteristico es

Qp(t) = —t3+42 +3t —2=—(t+1) <t5+2\m> (tW)

Asf pues, la matriz B tiene tres VAPs simples (dos reales, pero no racionales). Por tanto,
B no diagonaliza en Q, pero si diagonaliza en R o C.

¢) El polinomio caracteristico es Qo (t) = (t —2)3(t +2) y dim Nuc(C — 2Id) = 3. Por tanto,
la matriz C' diagonaliza en los tres casos.

d) El polinomio caracteristico es Qp(t) = —(t+2)(t—1)? y dim Nuc(D —Id) = 1. Por tanto,
la matriz D no diagonaliza en ningiin caso.

2. a) La matriz diagonaliza si y sélo si a = f = 0.
b) La matriz diagonaliza siempre.
¢) La matriz diagonaliza si y sélo si bf + 2¢ = 0.

1 0 -1 a+2
3. a) La matriz de la aplicacién f en la base natural es 01 L2
00 2 a-3
00 0 a
b) La aplicacién f diagonaliza si y sélo si a # 1, 2.
4. a) Los VAPsson \y =a+b+c+d, da=a—-b As=a—cy M =a—d.
b) Los VAPsson \y =0, da =b—a, A3 =2a+by Ay =c.
5. (i) a) Los VAPs de la matriz Ason \y =1, Ao = 1 y A3 = 1.
b) Una matriz diagonal D y una matriz invertible S tales que SD = AS vienen dadas
por
1 0 0 1 1 1
D=0 4% 0], S=[1 0 1
0 0 ; 1 -1 -2
(i)  a) Los VAPs de la matriz B son \y =1y Ag = A3 = 2.
b) Una matriz diagonal D y una matriz invertible S tales que SD = BS vienen dadas
por
1 00 1 10
D=[020]|, s=|1 -21
0 0 2 2 0 1
6. (i) Qr(t)=(t—1)3(¢t+1)y dimNuc(f —Id) = 3. Por tanto, la aplicacién f diagonaliza.
UnabasedeVEPses(( 8) (8 2),(? (1)>’<—(1) é))
(i) Q¢(t) = (t — 1)%(t + 1)?, dimNuc(f — Id) = 2 y dimNuc(f + Id) = 2. Por tanto, f
diagonaliza.

10 0 1 10 0 1
Una base de VEPs es <( 10 >,( 0 1 >,< 1 0 >,( 0 —1 >>
7. Los VAPs de la aplicacién f son \;y = a, Ao = y A3 = —1. La coincidencia de dos VAPs es
el principal obstaculo a la diagonalizacién de f.

En la siguiente tabla se listan los casos en que la aplicaciéon f diagonaliza, junto con una
base de VEPs para cada caso.
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Caso Base de VEPs
047é_17é’7y047é’}/ U1 = (04_%&37_&’3)’UQZ(Oaﬁ,’Y‘f'l)YU?):(OaLO)
a=—-1#~vy =0 vy = (vy+1,0,-3), v2 = (0,0,1) y v3 = (0,1,0)

a#-l=7yB=0 v = (@ +1,0,3), vo = (0,0,1) y v3 = (0,1,0)
2 0 -1
8. a) La matriz de f en la base (1,z,22) es A = 0 2 0
-1 0 2

b) Los VAPs de fson \y =1, \o =2y A3 = 3.
Una base de VEPs es v = (1 +a%,z,1 — z?).
¢) Una matriz diagonal D y un cambio de base B tales que D = B~!AB vienen dados por

100 10 1
pD=(o020], B=|lo0o1 o0
00 3 10 -1

9. a) SiglP(0)] £ 2, grlL(P(x))] = grlP(@)] + 1.
Si gr[P(a)] = 2, grlL(P(2))] < gr[P(o).
b) No, ya que la imagen de L no contiene ningtin polinomio de grado tres.
c¢) Los VAPs de la aplicacién L son A\; = 1, Ay = —1 y A3 = 3. Por tanto, los polinomios (o
vectores) propios de la aplicacién son los elementos no nulos de los subespacios Nuc(L —
Id) = [#2 — 1], Nuc(L + 1Id) = [2% — 2z + 1] y Nuc(L — 31d) = [2? + 2z + 1].
10.  a) La matriz A es invertible, ya que det A = 2 # 0.
-1 a a
Ademds, A7' =1(A?2-3ld) =1 a' -1 @
a? ot -1
b) La matriz A siempre diagonaliza. Una matriz diagonal D y una matriz de cambio de base
S tales que D = S~'AS vienen dadas por

2

-1 0 0 —a —a® a?
D= 0o -1 0 |, S = 1 0 a
0 0 2 0 1 1

S

detpdr o1y - (-1p)
¢) AP=SDPSTh= | e (20— (-1)P) F-DPHFP (20— (-1)P)
o (2= (-1p) oS- (-1p) A(-1p+ L
11.  Supondremos que a # 0, pues de lo contrario A = 0 ya es diagonal.
La matriz A siempre diagonaliza. Una matriz diagonal D y una matriz de cambio de base
S tales que D = S~'AS vienen dadas por

20 0 0 O 1 01 1
0 2¢ 0 O 1 00 1
D= 0 0 2a 0 |’ 5= 01 0 -1
0 0 0 O 0 1 1 1

12.  a) Si A esun VAP de f, entonces P(\) es un VAP de P(f).
b) Si A es un VAP de f, entonces A~! es un VAP de f~1.
¢) Si D es una matriz diagonal de f, entonces P(D) y D! (si f es invertible) son matrices
diagonales de P(f) y f~*, respectivamente.
13. (i) a,b) Una matriz diagonal D y una matriz de cambio de base S tales que D = S~'M S
vienen dadas por

2 0 0 110
pD=|l040], S=[101
00 4 01 1
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¢) Las soluciones diagonales de la ecuacién Y2 — DY + D? = 12Id son

-2 0 0 4 0 0
Yi= 02 0], Yi=(02 0
0 0 2 0 0 2

d) Si X =SYS™!, entonces X? — MX + M? =12ld & Y? — DY + D? = 121d.
Por tanto, unas soluciones de la ecuacién X2 — M X + M2 = 12Id son

0 -2 2 31 -1
=8V St= -2 0 2|, Xo=8VS't=[1 3 -1
0 0 2 00 2

(ii) El enunciado tiene un error tipografico. El elemento situado en la tercera fila y terce-
ra columna de la matriz N deberia ser —10. De lo contrario, la matriz N tiene VAPs
complejos conjugados y los calculos son muy pesados.

a,b) Una matriz diagonal D y una matriz de cambio de base S tales que D = SN S
vienen dadas por

2.0 0 1 -1 0
D=l02 0 |, s=1 2 1
00 —2 2 0 1

¢) La tnica solucién diagonal de la ecuacién Y2 — DY + D? = 3Id es

10 O
Y=101 0
0 0 -1

d) Si X = SY S~ entonces X? — NX + N? =3Id & Y2 — DY + D? = 3Id.
Por tanto, una solucién de la ecuacién X? — NX + N2 = 3Id es

1 0 0
X=8Yys'=|8 5 —6
8 4 =5
-2 -3 -7
14. La matriz de la aplicacién en la base natural es ME(f) =+ | 15 10 15
2 3 7
3 -2 =2
15. La matriz de la aplicacién en la base natural es ME(f) = 0 1 0
4 —4 -3
16.  a) El polinomio caracteristico es Q¢(t) = —t(t — 1)? y dim Nuc(f — Id) = 1. Por tanto, la

aplicacién f no diagonaliza.

b) Una base de F' es la formada por los vectores u; = (1,1,0) y ug = (0,1,1). Ademas,
flur) = w1 y f(uz) = ua — uq. Por tanto, el subespacio F' es invariante. La restriccién
f|F no diagonaliza.

Una base de G es la formada por los vectores v1 = (1,1,0) y v2 = (1,—1,—1). Ademds,
fv1) = v y f(ve) = 0. Por tanto, el subespacio G es invariante, f|s diagonaliza y su
matriz es en la base v = (v1,v2) es diagonal: MY (f|g) = ( (1) 8 )

17.  a) El polinomio caracteristico de una matriz n x n nilpotente A es Q4 (t) = (— )

b) Qat1a(t) = Qa(t —1) = (1 —¢t)". En particular, det(A +Id) = Qa4+14(0) =

¢) Es una demostracién. (Indicacién: Hay que distinguir el caso det B = 0 del caso det B #
0.)

18. Es un problema tedrico.
19. Es un problema tedrico.
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7. JORDAN

1. a) El polinomio minimo de f es P(t) = (t — 2)°

b) La forma de Jordan de f es J = diag(J5(2), J4(2), J5(2),2), donde J.(A) es la matriz
r X r con X's en la diagonal y unos en la subdiagonal. Por ejemplo, J1(A\) = (\) y

- (1 1)

2. a) Hay dos casos: J = diag(3,3,3, J2(2), J2(2)) y J' = diag(3, 3,3, J2(2),2, 2).

b) Hay cuatro posibilidades:

J = diag(J3(5), J5(5),5),
J' = diag(J5(5), J2(5), J2(5)),
J' = diag(Js(5), Ja(5),5,5),
J" = diag(Js(5),5,5,5,5).
¢) Hay cinco posibilidades:
J = diag(Js(a), J3(a), J2(a)),
J' = diag(Js(a), J3(a),a,a),
J" = diag(Js(a), J2(a), J2(a),a),
J" = diag(Js3(a), J2(a),a,a,a),
J" = diag(J3(a),a,a,a,a,a).

d) Suponiendo que a # b, la matriz diagonal J = diag(a, a, a, a, a, b, b) es la tnica posibilidad.
3. a) Q) =02-t)"y P(t) = (t—2)3%.

b) Q(t) = (2—-1)’B—1)>(4—1)(5—t) y P(t) = (t —2)°(t — 3)*(t — 4)(t - 5).

¢) Q(t)=(a—1t)"y P(t) = (t —a)’.

d) Q(t)=(a—t)"y P(t) = (t —a)®.
4. Una matriz de Jordan J y una matriz invertible S tales que J = S~'AS vienen dadas por

4 0 0 0 O 1 -1 2 0 0
14 0 00 0O 1 0 1 2
J = diag(J5(4),J2(4))=]1 0 1 4 0 0 |, S=]10 10 0 2
000 40 0 1.0 00
0 00 1 4 0 02 -1 0
5. Una matriz de Jordan J y una matriz invertible S tales que J = S~'AS vienen dadas por:
0 0 0 1 12 0
a) J =diag(J2(0),0)= 1 0 0 |yS=( 0 18 1
0 00 0 18 -3
0 00O 1 3 0 1
b) J=ding(R(0). 2O)=| o o o o |vs=|o 0 ]
00 1 0 0 0 O 2
1 0 0 0 1 0 0 O
1100 02 00
VI=RW=109 110|903 40
0 0 1 1 0 4 12 8
2 00 1 -2 0
d) J=diag(/a(2),2)=| 1 2 0 |yS=[ 0 —4 o |.
0 0 2 0 -2 1
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100 0 00 0 1
1100 010 0
) J=LM=1 49171 0 [Y=10 010
00 1 1 100 0

2 0 00 110 1

. 1 -2 00 010 1

0 0 0 0 110 -1

<

ienen dadas por:
a) e Si (a,b,c) =(0,0,0), entonces J =0y S =Id.
e Si (a,b,c) # (0,0,0) y tr A := a + 2b+ 3¢ = 0, entonces

0 0 0 1 a 2043y
J = diag(J2(0),0)= 1 0 0 |, S=10 b -3 ,
0 0 O 0 c —y

donde 3,7y € R pueden ser cualesquiera tales que det .S = B¢ — b # 0.
e SitrA:=a+ 2b+ 3c# 0, entonces

00 0 2 3 g4

J =diag(0,0,trA)={ 0 0 0 |, S=[ -1 o0 b
0 0 trA 0 -1 ¢

100000 00 0 0 0 a
110000 00 0 0 a* 0
011000 00 0 & 0 0

D) J=JM=1001100]¥"=|00a 0 0 o
0007110 00 a 0 0 0 0
000011 10 0 0 0 0

a) Cuando a = 1, una base de Jordan tiene 7 VEPs linealmente independientes. Si @ = 2,
una base de Jordan tiene 5 o 6 VEPs linealmente independientes. Cuando a = 3, una
base de Jordan tiene 5 VEPs linealmente independientes. Cuando o« = 4, una base de
Jordan tiene 4 VEPs linealmente independientes.

b) La aplicacién f diagonaliza si y sélo si o = 1.

¢) Sea u = (uq,...,ur) una base de Jordan tal que la matriz de la aplicacién f en la base u
es la matriz de Jordan M, (f) = J = diag(J4(1), 2,2, 2).

Los siguientes doce subespacios son invariantes: Fy = Go = {0}, F1 = [u4], Fo = [us, u4],
Fy = [ug,uz,uql, Fy = [u1,uz,u3,us], G1 = [us], Ga2 = [ug], Gz = [uz], G4 = [u5,u],
Gs = [us,uz7], G = [ug,ur] y G7 = [us, ug, ur].

De hecho, también son invariantes los cuarenta subespacios

F;&Gr j=0,...,4, k=0,...,7.

8. A~B&p=1.

9.

a) A1 ~ A3 y A2 74 A17A3.

b) Sea J la forma de Jordan comin de A = A; y B = Asz. Sean S4 y Sp dos matrices
de cambio de base tales que S;lASA =J= SngSB. Entonces la matriz S = SAS§1
cumple que B = S~1AS. Aplicando esta idea, se obtiene que una posible solucién es la

matriz
1 1 -1
S = 0 -1 1
0 -+ 0
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10. A~ B & a=0b=0. Cuando a = b = 0, existen infinitas matrices invertibles S tales que
A = S71BS. Un par de estas matrices son:

1 0 -2 0 -1 0
S=101 -2 |, =10 0 -1
0 0 1 1 1 -1
11. a) La aplicacién f diagonaliza siy sélo si « = 5 = 1.

b) Cuando a = 1, una base de Jordan tiene 6 VEPs linealmente independientes. Si a@ = 2,
una base de Jordan tiene 4 o 5 VEPs linealmente independientes. Si @ = 3, una base de
Jordan tiene 3 o 4 VEPs linealmente independientes. Cuando o = 4, una base de Jordan
tiene 3 VEPs linealmente independientes. Cuando o = 5, una base de Jordan tiene 2
VEPs linealmente independientes.

c¢) Hay dos casos: J = diag(J3(3), J2(3), Jo(—2)) y J' = diag(J3(3), 3,3, J2(—2)).

En el primer caso, u = (u1,...,u7) es una base de Jordan si y sélo si:
e u; € Nuc(f — 31d)? \ Nuc(f — 31d)?, uz = (f — 31d)(u1) y uz = (f — 31d)(uz).
e uy € Nuc(f — 31d)? \ Nuc(f — 31d) y us = (f — 31d)(u4).
e ug € Nuc(f + 21d)? \ Nuc(f + 21d) y uy = (f + 21d)(ug).
e Los VEPs u3 y us son linealmente independientes.
En el segundo caso, v’ = (u},...,u%) es una base de Jordan si y sélo si:

u} € Nuc(f — 31d)? \ Nuc(f — 31d)?, uh = (f — 31d)(u}) y uh = (f — 31d)(ub).

o uy y ug son VEPs de VAP tres: u}, uf € Nuc(f — 31d).

o uy € Nuc(f + 2Id)? \ Nuc(f + 2Id) y uf = (f + 21Id)(ug).

e Los VEPs uj, u} y uj son linealmente independientes.

6 0 0
12.  a) Una forma de Jordan de M es J = diag(J2(16),3) = 1 16 0
0 0 3
b) Una base de Jordan es u = (uy,uz,us), donde
up = (1,1, -1), us = (1,0,1), usz = (0,0,1).
. al/? 0
¢) Hay dos soluciones A, = 0122 /2 yA_=—-A,.
d) Hay varias soluciones. Una de ellas es la matriz
110 40 0 110\
N = 100 400 100
-1 1 1 0 0 V3 -1 1 1
1
4 s 0
1-VE 23— 3
13. Hay dos posibilidades: J = diag(1,1,0) y J' = diag(1,0,0).
1 0 O
En el primer caso, la matriz de f en la base natural es A = 3 -1 -1
-3 2 2
-1 1 1
En el segundo caso, la matriz de f en la base natural es A’ = -1 1 1.
-1 1 1
2 0 00
. . 1 2 00
14. Una forma de Jordan de la matriz A es J = diag(J2(2), J2(2)) = 00 2 0
00 1 2



15.

16.

17.
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Una base de Jordan de la aplicacién f es u = (uq,uz,us, uq), donde
Uy = (27 1707 _1)7 Uz = (Oa _17 170)a usz = (17()’ _170)7 Uy = (07 1707 _1)

En esta base la matriz de la aplicacién es la anterior forma de Jordan: M*(f) = J. Por tanto,
la matriz de la aplicacién f en la base natural e de R* es

4 0 0 0
1 -1 1 -3 -3

e _ u u e __ -1 _ -
Me(f)*CeMu(f)Cu*SJS *2 1 1 5 1
0 2 2 6

donde S = C¥ es la matriz del cambio de base de u a e.
Acaban todos muertos, ya que mientras un porcentaje de sanos enferma y otro de enfermos
muere, nigun enfermo sana y, obviamente, nigin muerto resucita.
Ja = Jp = J,(1). Una posible matriz S4 = (s; ;) tiene todos los elementos nulos excepto los
siguientes: 8,1 = 1,8,-12 = —1,84-23 = 1,8,-34 = —1,...,51,, = (—=1)""1. El célculo de
Sp es demasiado complicado.
a) Qa(t) = —(t3 —ct? — bt — a).
b) Siv = (0,0,1)", entonces v, Av y A%v son li. Por tanto, gr[P4(t)] > 2y Pa(t) = —Qal(t).
c) Qa(t) = Pa(t) = (=1)"(t" — ap_1t" 1 — -+ —ayt — ag).



