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Prefacio

En estas paginas el lector encontrard los breves apuntes que el autor utiliza durante sus clases
de algebra lineal impartidas en la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Industrial de Barcelona
(http://wuw.etseib.upc.edu/) de la Universidad Politécnica de Cataluna (http://www.upc.edu/).

El autor espera que este trabajo resulte util y no contenga demasiados errores. Cualquier comentario
constructivo sera bienvenido.

Rafael Ramirez Ros
Barcelona, a 9 de octubre de 2007

Si tiene solucion, spor qué te preocupas?
Si no tiene solucidn, jpor qué te preocupas?
(Proverbio chino)

Cuando estds acertado, nadie lo recuerda.
Cuando estas equivocado, nadie lo olvida.
(Proverbio irlandés)

Empezar es la mitad de todo. (Proverbio griego)
Errar es humano. (Proverbio romano)

Cuatrocientos cincuenta y un grados Fahrenheit.
La temperatura a la que el papel empieza a arder.
(Ray Bradbury)

Lo bueno, st breve, dos veces bueno.
(Francisco Gémez de Quevedo y Santibdriez Villegas)
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Complejos

El cuerpo de los ntimeros complejos. El polinomio P(z) = z? + 1 no tiene raices reales:
ningun numero real elevado al cuadrado y sumandole uno da cero. Para solventar problemas de este
tipo se inventaron los numeros complejos.

El nimero complejo més sencillo es el nimero i. Por definicién, este nimero cumple que i2 = —1.
Cualquier otro nimero complejo se puede escribir como

z = a + bi,

donde a y b son ntimeros reales. Notaremos por C al conjunto de los ntimeros complejos. Esta manera
de escribir los ndmeros complejos se llama forma binomial (o cartesiana).
El ntimero complejo z = a + bi se puede representar como un punto del plano, como muestra la

figura. En esta figura también hemos representado

= su parte real, Re z = a.

= su parte imaginaria, Imz = b.

= su mddulo, |z| = Va2 + b2.

= su argumento, Arg z = 6, donde 0 es el angulo determinado por las férmulas

Rez . Imz Imz
sinf = ——, tanf = ——.
|z| Rez
Importante: Un niimero complejo tiene infinitos argumentos diferentes, debido a que 0 y 6+27
representan al mismo dngulo. Los argumentos se dan en radianes. jOjo con las calculadoras!

cosf) = ——,
||

A

Im z |2

Y

Rez

EJERCICIO. Calcular el modulo y el argumento del ndmero 1.
EJERCICIO. Dibujar el nimero z tal que |z| =1 y Argz = /4.

Las cuatro operaciones elementales en forma binomial se realizan asi.

s Suma: (a+bi) + (c+di) =(a+c¢) + (b+d)i.
= Resta: (a+bi) — (c+di) = (a—c) + (b—d)i.
= Producto: (a4 bi) - (¢4 di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
= Cociente: &bt = g et = (oot Gemedl,
(Multiplicado numerador y denominador por el conjugado del denominador. El conjugado de

z =c+dies Z=c— di, se cambia el signo de su parte imaginaria.)
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PROBLEMAS RELACIONADOS. &y 4.

La forma exponencial y la férmula de Euler. Potencias y raices. Sumar y restar nimeros
complejos es muy facil. Multiplicarlos y dividirlos, no tanto; pero podemos simplificarlo escribiendo el
nimero complejo z en su forma exponencial

z=re', r =z, 0=Argz
o0, equivalentemente, en su forma polar z = ry.

EJERCICIO. Calcular la forma exponencial de los nimeros 1, i, —1 y —1i.

EJERCICIO. Calcular la forma binomial de los nidmeros €™, 2ei™/4 y 6ei7/6,

EJjERrcic1O. Usar la formula de Euler

e'? = cosf + isind

para ver de donde sale la forma exponencial de los niumeros complejos.
PROBLEMA RELACIONADO. I.
La forma exponencial de un nimero complejo es itil para multiplicar, dividir y calcular su conjugado,
sus potencias o sus raices de forma facil y cémoda.
= Producto: 7e'? - pel¥ = rpei®+e),
i6 .
3 .re’” i(0—
» Cociente: J& = (r/p)e (0=¢),
= Conjugado: Si z = rel?, entonces z = re~1?.
= Potencias: Si z = re'?, entonces 2" = r"e'™?.
» Raices: El nimero z = re'? tiene n raices n-ésimas, a saber

2, = Wrei@+2mh)/n k=0,1,2,...,n—1.

Las raices n-ésimas forman un poligono regular de n lados centrado en el origen.

—i6

EJERCICIO. Comprobar que la potencia n-ésima de cualquier zy es igual a z.
EJERCICIO. Comprobar que zi Y zZk+n Son el mismo numero.

EJsercicio. Calcular y dibujar las raices cuartas del nimero 1.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 2, 4 y 7.

La interpretacién geométrica del producto. El producto de dos ntimeros complejos en forma
exponencial consiste en multiplicar los médulos y sumar los argumentos. Por tanto, la operacion de
multiplicar por el nimero complejo z = re'? se puede interpretar como una rotacién de dngulo 6 y un
homotecia de razén r. Cuando r > 1, el médulo se estira, de lo contrario se encoge.

Este hecho sirve para resolver ciertos problemas geométricos en el plano.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 6, 9 y 10.

Problemas para no dormir. Los problemas 8 y 11 son bastante complicados. Recordad que un
rombo es un cuadrilatero tal que sus diagonales se cortan perpendicularmente en sus puntos medios.
Un cuadrado es un tipo particular de rombo tal que sus diagonales tienen la misma longitud.



Polinomios

Primeras definiciones. En este tema K denota al cuerpo de los niimeros reales R o al cuerpo
de los ntimeros complejos C. Un polinomio de una variable x con coeficientes en K es una expresién
del tipo

P(z)=po+pix+ - +ppa” =Y pjz’  pn #0
=0

donde pg, p1,...,pn € K. Usaremos las siguientes notaciones:
= El término independiente es py = P(0).
= Kl coeficiente principal es p,.
= El polinomio es mdnico cuando p, = 1.
= Si no es ménico, podemos normalizarlo, es decir, convertirlo en ménico dividiéndolo por p,,.
= El grado del polinomio es n y escribiremos gr[P(z)] = n. (El polinomio nulo no tiene grado.)
= K[z] denota al conjunto de polinomios con coeficientes en K.
= K, [z] denota al conjunto de polinomios con coeficientes en K de grado menor o igual que n.

Las operaciones béasicas para trabajar con polinomios son la suma de polinomios, el producto por
escalar y el producto de polinomios. Una manera compacta de listar las propiedades de las primeras
operaciones consiste en decir que (K[z],+, ) es un K-ev y K, [z] es un sev de dimensién n+ 1 de K[z].
El producto de polinomios es una operacién asociativa, conmutativa y posee elemento neutro (jcudl?).

La relacion de estas operaciones con el grado es la siguiente:

= gr[P(x) + Q(x)] < méx { gr[P(2)], gr[Q()]}-
= gr[P(z) - Q(z)] = gr[P(x)] + gr[Q(z)].
= gr[A- P(z)] = gr[P(z)], para todo 0 # A € K.

Divisién entera de polinomios. Ya sabemos que es la division de niimeros enteros, en la cual
se obtiene un cociente y un resto. Por ejemplo, al dividir p = 37 entre ¢ = 5 se obtiene un cociente
¢ =Ty un resto r = 2. Cuando el resto da cero, decimos que la divisién es exacta y entonces p es un
miltiplo de ¢. Por ejemplo, p = 35 es un multiplo de ¢ = 5. Se puede hacer lo mismo con polinomios.

En el Teorema de la Division Entera de Polinomios se afirma que dados dos polinomios P(x) y
Q(z) (Mamados dividendo y divisor), siendo Q(x) no nulo, existen dos inicos polinomios C'(x) y R(x)
(lamados cociente y resto) tales que:

= P(z) = Q(x) - Clz) + R(x) y

= O bién R(z) = 0, o bién gr[R(z)] < gr[Q(x)].
Cuando el resto de la divisién sea nulo (es decir, si la divisién es ezacta), diremos que Q(z) es un
divisor de P(x), P(x) es un maltiplo de Q(x) y escribiremos el simbolo Q(x) | P(x).

EJERCICIO. Probar que las siguientes divisiones enteras son correctas.

a) P(z) =2 +1,Q(2) =2 +1=Cx) =2 -2 Rz) =2+ 1= 2P +1 /fxgg +1.

b) P(z) =2 +1,Q(z) =2°+1 = C(z) = 2?0 — 22" +2® —2°+ 1, R(z) =0 = 2° + 1 | x4+ 1.
EJERCICIO. Sea A € K tal que A # 0. Probar que:

w Si Q(z) es un divisor de P(x), el polinomio X - Q(z) también es un divisor de P(x).
= Si P(z) es un maltiplo de Q(x), el polinomio X - P(x) también es un miltiplo de Q(x).

PROBLEMA RELACIONADO. 10.



MCD y MCM. Aligual que en el parrafo anterior, pensar primero en niimeros enteros ayuda a
entender las definiciones y resultados que se dan a continuacion.

Dados dos polinomios P(z) y Q(x), su mdzimo comin divisor D(x) = m.c.d.[P(z),Q(x)] es el
polinomio ménico del mayor grado posible que es un divisor de P(z) y Q(x), mientras que su ménimo
comin maltiplo M(z) = m.c.m.[P(z),Q(x)] es el polinomio ménico del menor grado posible que es
un multiplo de P(z) y Q(x). Diremos que los polinomios P(z) y Q(z) son primos entre si cuando
D(z) = 1. Si p, es el coeficiente principal de P(z) y ¢, es el coeficiente principal de Q(x), entonces

P(x) - Q(x) = pn - qm - D(x) - M ().
Ademis, se cumple la identidad de Bézout:
VP(z),Q(x) € K[z] FPi(x),Q1(z) € K[z] t.q. D(z) = P1(x) - P(z) + Q1(z) - Q(x).
Estos polinomios P;(z) y Q1(z) no son tnicos. No vamos a probar ni la existencia y unicidad de los
polinomios D(x) y M (x), ni la existencia de los polinomios P; () y Q1(x). Sin embargo, describiremos

el algoritmo de Euclides que sirve para calcularlos. La idea fundamental del algoritmo consiste en
aplicar repetidamente el resultado contenido en el siguiente ejercicio.

EJERCICIO. Si R(z) es el resto de P(x)/Q(x), entonces m.c.d.[P(x), Q(z)] = m.c.d.[Q(z), R(x)].

El algoritmo de Euclides para calcular D(z), M (z), P1(z) y @Q1(x) consta de los siguientes pasos.

1. Cdleulo del MCD. Suponiendo que gr[P(z)] > gr[Q(z)], efectuamos una cadena de divisiones
que empieza por P(x)/Q(x) y acaba en una divisién exacta. Tras realizar cualquier divisién
no exacta de esa cadena, en la siguiente divisiéon hay que dividir el divisor anterior entre el
resto anterior. El resto normalizado de la tltima divisién no exacta es D(x).

2. Cdleulo del MCM. M(z) = -£)9@)

pn'Qm'D(w) '
3. Cdlculo de la identidad de Bézout. Seguimos la cadena en orden inverso. Ver ejemplo.

EJEMPLO. Dados P(z) = 25 — 32 y Q(z) = 23 — 8, calcular D(x), M(z), Pi(z) y Q1(x).
1. Calculo del MCD. Obtenemos la siguiente cadena de divisiones.
= Primera: En P(x)/Q(z), el cociente es Cy(x) = 2% y el resto es Ry(x) = 822 — 32.
» Segunda: En Q(x)/R1(z), el cociente es Ca(x) = x/8 y el resto es Ry(x) = 4w — 8.
» Tercera: En Ri(x)/Ra(x), el cociente es C3(x) = 2x + 4 y el resto es Rz(xz) = 0.
Por tanto, D(z) = Ry(z)/4 =2 — 2.
2. Céleulo del MCM. M (z) = 23 — (35 — 32) - (2% + 22 + 4) = 27 + 22 + 42 — 3207 —
64x — 128.
3. Calculo de la identidad de Beézout. Usando las divisiones anteriores en orden inverso, queda
Ry(z) Q(x) — Ri(w) - Co(x)
= Qz) — (P(z) = Q(z) - Ci(x)) - Ca(2)
= —Cy(z) P(2) + (14 Ci(z) - C2(2)) - Q).
Si dividimos esta igualdad entre cuatro, obtenemos
D(z) = Ry(2)/4 = Pi(x) - P(z) + Q1 (2) - Q(x)
donde Py(z) = —Ca(z)/4 = —2/32 y Q1(z) = (14 C1(z) - Ca(x)) /4 = 1/4 + 23 /32,

PROBLEMAS RELACIONADOS. & y 7.

Raices de un polinomio. Dado un polinomio no nulo P(x) € K|z], decimos que el nimero
a € K es una raiz de P(x) cuando P(«a) = 0. La rafz « tiene (o es de) multiplicidad k cuando

Pl@)=P(a)= =P Va)=0 P®(a)#0.

Las raices de multiplicidad uno, se denominan simples, las de multiplicidad dos, dobles, etc.
Sean a € Ky P(z) € K[z]. Los siguientes resultados son bésicos.

n Teorema de Ruffini: o es una raiz de P(z) <=z — « | P(z).
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= Férmula de Taylor: Si n = gr[P(z)], entonces

p pn) n.op@
P(z) = P(o)+P'(a)(z— )+ () (x—a)’+- -+ (@) (x—a)" :Z .(a) (r—a)’
2 n! = 4!
(M4s atin, los polinomios 1,z — ¢, ..., (z — @)™ forman una base de K, [z].)

= o es una rafz de P(z) de multiplicidad k <= (z — )" | P(z) & (z — a)*™! [ P()
A partir de estos resultados, se puede deducir la siguiente propiedad. Dado un polinomio P(z) € K[z],
aq,...,oq € K son raices de multiplidades kq, ...,k € N de P(z) si y s6lo si 3Q(x) € K[z] tal que

» Pz)=(z—a)" (2 — )k - Q(z)

. Q(a1)7 o Qag) #0.
Conviene recordar dos consecuencias importantes de la ultima propiedad:

= Un polinomio de grado n no puede tener mas de n raices contadas con multiplicidad.

= Si dos polinomios de K, [z] tienen el mismo valor en n 4+ 1 puntos, entonces son iguales.
La expresién contadas con multiplicidad significa que una raiz de multiplicidad k se cuenta k veces.

Un truco para encontrar raices de polinomios con coeficientes enteros es que si @ = % € Q es una

raiz racional (no simplificable) de un polinomio Q(z) = go+- - -+ gmaz™ € Z[z], entonces n ‘ qyd ’ G-

EJERCICIO. Probar la afirmacion anterior.

EJEMPLO. Queremos encontrar todas las raices del polinomio P(z) = 3% — 1922 + 36x — 10. Sus
posibles raices racionales son £1, £2, £5, £10, +£1/3, +2/3, £5/3 y £10/3. Tras comprobarlo, tan
solo a = 1/3 es raiz. Las otras raices forman un pareja compleja conjugada: z =3+ 1 y z2 =3 — 1.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 2, 3, 4, 8, 9, 11, 12 y 14.

Polinomios irreducibles. El concepto de polinomios irreducibles es similar al concepto de niime-
ros enteros primos. Un entero p # 0 es primo cuando los tinicos enteros que lo dividen son +p y +1.
La definicién con polinomios no puede ser tan simple, pues los polinomios de grado cero dividen a
cualquier polinomio, es decir, si A € K es no nulo y P(z) € K[z], la divisién P(z)/\ siempre es exacta.

Un polinomio P(z) € K[z] es irreducible (o primo) en K[z] cuando no se puede factorizar como
producto de dos polinomios de K[z] de grado no nulo. Es decir, cuando

APi(z), P2(z) € K[z] t.q. P(z) = Pi(z) - P(z) & gr[Pi(2)], gr[Pa(z)] = 1.
Las propiedades méas importantes de estos polinomios son:

= Todos los polinomios de grado uno son irreducibles.

» La irreducibilidad depende del cuerpo K. Por ejemplo, el polinomio P(z) = 22 +1 es irredu-
cible en R[z], pero en C[z] es reducible, ya que 22 + 1 = (z + i) - (z — i).

= Cualquier polinomio se puede factorizar de forma tnica, salvo permutaciones de los factores,
como producto de polinomios irreducibles. Es decir, V P(z) € K[z]:

3P (z),...,P(z) € K[z] irred. en K[z] y 3k1,...,k € Nt.q. P(z) = Pi(z)* --- Py(z)™

= La factorizacion como producto de polinomios irreducibles se usa para calcular MCDs y

MCMs:
P(z) = ay, - Ry(z)* - Ry(x)" € K[z m.c.d.[P(z),Q(x)] = Ry (x)™ - (x)
Q(x) = by - Ri(2)™ -~ Ry(x)™ € Klz] » = { m.cm.[P(z),Q(z)] = Ri(z)7 - Ry(x)
Ri(z), ..., Ri(x) ménicos irred. en K[z] is = min(ks,ms) y js = max(k:s7 ms)

EJEMPLO. Si P(z) =23 =322 +3z -2 = (22 —2+ 1)(z - 2) y Q(z) = 2% — 4z + 4 = (z — 2)%,
entonces
m.c.d.[P(z),Q(z)] =2 -2 m.cm.[P(z),Q(z)] = (2 —z + 1)(z — 2)* = 2* — 52> + 927 — 8z + 4.

EJERCICIO. Probar que dados cuatro polinomios P(x), Q1(x), Q2(z) y Q(z) = Q1(z) - Qa2(z),
entonces:



= m. C d.[P(z),Q1(x)] =1 y m.c.d.[P(x),Q2(x)] =1 = m.c.d.[P(x),Q(z)] = 1.
2) | Q(x) y m.c.d.[P(z),Qi(z)] = 1 = P(z) | Q2(x)
. mcd[Ql(x) 2(z)] =1, Qi(z) | P(x) y Qa2(z) | P(z) = Q(z) | P(x)

A continuacién, listamos los polinomios irreducibles en C[z]. En el Teorema Fundamental del Algebra
se establece que cualquier polinomio P(z) € C|x] tiene n = gr[P(z)] raices contadas con multiplicidad.
Es decir, si z1,...,2 € C son todas las raices de un polinomio P(x) € Clz] y sus multiplicidades son
k1,...,k € N, entonces ky + - -+ + k; = n = gr[P(z)] y, por tanto,

1

P(@)=po+piz+ - +pn 12”4 paa” =pu - (x—2)" (@ —2)" =po - [J (2 - 2P
s=1

EJERCICIO. Usando esa expresion, probar que p,—1 = —(k1z1+- - +ki21)pn ypo = (— 1)"2{Cl ~~zf’pn,
Todo lo anterior implica que: “Los tnicos polinomios irreducibles en Clx] son los polinomios de
grado uno”. En cambio, los polinomios irreducibles en R[z] son:
= Los polinomios de grado uno (a;x + ag con ag,ag € R).
= Los polinomios de grado dos y discriminante negativo (aw?+ B+~ con A := 3% —4ay < 0).
Este resultado es una consecuencia del siguiente hecho: “Las raices complejas de un polinomio real
van siempre agrupadas en pares conjugados”. Ademas, dada una raiz z = a + bi € C vemos que
(x—2)(z—2) =2 - (24+2)x+22=2"—2Rez -z + |2|* = 22 — 2ax + a® + b* € R[7]
luego los factores complejos de la factorizacién en C[z] de un polinomio real se pueden agrupar en

parejas que se convierten en polinomios reales de grado dos y discriminante negativo.

EJEMPLO. Queremos factorizar el polinomio P(z) = z* + 1 en R[z]. Primero lo factorizamos en

Clx]. Las raices de P(x) son las raices cuartas de z = —1 = e™', a saber,
20 = e"/*=cos(n/4) + isin(n/4) = V2/2 + iV2/2
21 = &/ = cos(3m/4) + isin(3m/4) = —V2/2 + iV2/2

zp = e™/4 = cos(51/4) + isin(5m/4) = —V2/2 — iV2/2
2z = e/ = cos(Tr/4) + isin(Tn/4) = V2/2 — iV2/2.

Por tanto, P(z) = (x — 20)(x — z1)(x — 22)(x — 23). Para factorizar en R[z], agrupamos estas raices
en pares complejos conjugados: zy con z3 = Zg y z1 con z2 = Z1. Entonces

P(x) = (z —20)(x — Z0)(x — 21)(x — Z1) = (332 —V2z + 1)(x2 +V2z + 1).

PROBLEMAS RELACIONADOS. 1, 6 y 13.



Matrices

Introducciéon. Una matriz de m filas y n columnas con elementos en el cuerpo K es un rectangulo
de elementos de K (es decir, nimeros) del tipo

a11 a2 - Glp

a1 Q22 - A2
A= (ay) =

Am1 Am2 e Amn

El elemento a;; estd en la fila ¢ y la columna j. Notaremos por M, (K) al conjunto de todas estas
matrices. Las matrices son reales cuando K = R y complejas cuando K = C.

Matrices cuadradas. Si m = n, la matrices son cuadradas. M, (K) = M, x,(K) es el conjunto
de matrices cuadradas de orden n con elementos en K. Las matrices cuadradas mas importantes son
las

s Diagonales, cuando a;; = 0 para todo @ # j.

= Triangulares superiores, cuando a;; = 0 para todo i > j.
= Triangulares inferiores, cuando a;; = 0 para todo ¢ < j.
= Simétricas, cuando a;; = aj;.

Operaciones con matrices. Las operaciones bésicas con matrices son las siguientes.

= Producto de escalar por matriz. Dada una matriz A = (aij) € My xn(K) y un escalar A € K,
su producto C' = (¢;5) = A+ A € My, x,(K) se calcula haciendo ¢;; = A - aj;.

» Suma de matrices. Dadas dos matrices A = (a;j) € Myxn ¥ B = (bij) € Myxn, Su suma
S = (s;5) = A+ B € My,xy se calcula haciendo s;; = a;; + b;;.

= Producto de matrices. Dadas dos matrices A = (aix) € Mmxn ¥ B = (bgj) € Mypxi, su
producto P = (p;j) = AB € M,y se calcula haciendo

n
Pij = Y @irbrj = aiabij + aizbaj + -+ + inbn.
k=1
El elemento p;; es el producto escalar de fila ¢ de la matriz A y la columna j de la matriz
B. Por eso un producto de matrices sélo tiene sentido cuando la primera matriz tiene tantas
columnas como filas la segunda.
» Transpuesta de una matriz. Dada A = (a;j) € Myxn, Su transpuesta AT = (ij) € Mpxm
se calcula haciendo a;; = aj;. Por tanto, las matrices simétricas cumplen AT = A.

A continuacidn, se listan las propiedades méas importantes de estas operaciones.

. (men(]K), +, ) es un K-ev de dimension mn.

= Kl elemento neutro de la suma de matrices es la matriz nula: 0.

= El elemento neutro del producto de matrices es la matriz identidad: Id.
= Propiedad asociativa combinada: A - (AB) = (A- A)B = A(\- B).

= El producto de matrices es asociativo: (AB)C = A(BC).

= El producto de matrices no es conmutativo.

= El producto de matrices no tiene la propiedad del elemento inverso.
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Propiedad distributiva del producto de matrices: A(B + C) = AB+ AC y (A+ B)C =
AC + BC.

La transpuesta de la transpuesta es la matriz inicial: (A7) = A.

La transpuesta de la suma es la suma de transpuestas: (A+ B)T = AT + BT.

La transpuesta del producto es el producto (permutado) de transpuestas: (AB)" = BT AT.

EJERCICIO. Encontrad ejemplos que pongan de manifiesto las siguientes afirmaciones.

1. AB # BA.
2. AB =0 no implica que A=0 o B=0. Mds ain, A2 =0 no implica que A = 0.
3. AC = BC con C # 0 no implica A = B.

PROBLEMA RELACIONADO. 12.

Rango de una matriz. El rango de una matriz A se puede definir de tres formas equivalentes:

= Es el ndmero de columnas 1i de A.
= Es el nimero de filas 1i de A.
= Es el mdximo orden de los menores de A con determinante no nulo.

(Para saber que es un menor consultar el tema Determinantes.)
En particular, una matriz y su transpuesta siempre tienen el mismo rango: rango A = rango A ' .
El rango es importante en la resolucion de sistemas lineales. Por tanto, necesitamos algiin método
para calcularlo. Uno de los mejores consiste en saber que el rango de una matriz no cambia al efectuar
transformaciones elementales por filas, a saber:

» Permutar dos filas.
= Multiplicar una fila por un escalar no nulo.
= Sumar a una fila una cl de las restantes.

Cuando una matriz A se pueda convertir en otra matriz B mediante transformaciones elementales,
escribiremos A ~ B. (Aunque sean tiles, evitaremos las transformaciones elementales por columnas.)

El método para calcular el rango de una matriz A se basa en convertirla mediante una cadena de
transformaciones elementales en una matriz del tipo

O ... l’l
0 0 T2
0 0 0 X3
E’r = :
0 0 0 0 Ty
donde los elementos x1,...,x, son no nulos, los elementos situados sobre los puntos son nulos y el

resto no importan. Estas matrices se llaman r-escalonadas, siendo 7 es el nimero de escalones. Ojo:
En una matriz escalonada, no puede haber escalones con mds de una fila. Finalmente,

A~ E, = rango A =rango F, = r.

EJEMPLO. FEscribimos los pivotes en negrita y los elementos que vamos a matar en itdlica:

1 -1 3 1 1 -1 3 1 1 -1 3 1 1 -1 3 1
A= 2 =26 3| [0 0 0 1 0 0 2 U I 0 2 0
1 -1 3 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 1
17 -1 5 1 0 0 2 0 0 0 0 —1I 0 0 0 0

luego rango A = 3. Hemos empezado colocando ceros en la primera columna con tres transformaciones
simultaneas: fo — fo—2f1, f3 — fs— f1 y fa — fa— f1. Después, hemos permutado las tres ultimas
filas: (f2, f3, fa) < (fa, f2, f3)- Finalmente, hemos colocado un cero en la cuarta columna: fy — fy+f3.



EJERCICIO. Vamos a “demostrar” que no hay ninguna matriz 2 X 2 de rango dos:

[ a at+y B+6 a+y B+96
A(7 6>N(7+a 5—|—ﬁ)N( 0 0 = rango A < 1.

s Qué falla en esta “demostracion”?

Sistemas matriciales. El sistema lineal cldsico de m ecuaciones y n incognitas

airy  + aprz + -+ T, = b
ar1 + azrz + -+ apm, = by
Am1T1 +  Am2T2 + 0+ Gpn®n = by
se puede escribir en forma compacta como Ax = b en términos de
» La matriz del sistema: A = (a;j) € Mpxn.
= El vector de incégnitas: x = (21,...,7,) " .
s El término independiente: b= (by,...,by)".
Otra forma muy 1util de escribir el sistema anterior es
T1-a1+ - FTha, =0
donde a; = (a1, ..., amj)T € M,x1(K) es la j-ésima columna de la matriz A. Es decir, resolver un

sistema lineal clasico consiste en encontrar todas las cl’s de las columnas de la matriz del sistema que
son iguales al término independiente. Los coeficientes de las cl’s son las soluciones del sistema.

EJERCICIO. Sea V = (v1,...,v,) una base de R™ y construimos una matriz cuadrada A poniendo
estos vectores por columnas. Sea b € R™ ~ M, 1(R). Ver que la solucion del sistema Ax = b son las
coordenadas del vector b en la base V.

Los sistemas lineales clasicos son casos particulares de los sistemas lineales matriciales
AX =8B

donde las matrices A € M, ¥ B € M, %, son datos del problema, mientras que la matriz X € M, x,
es la incégnita. Las matrices envueltas en la ecuacion AX = B deben cumplir que:

= A tiene tantas columnas como X filas.

= Ay B tienen el mismo nimero de filas.

= X y B tienen el mismo nimero de columnas.

Una forma de recordar esto, consiste en escribir que (m x n) - (n x p) =m X p.

Aquellos que sientan fobia por los sistemas matriciales, podran entenderlos mejor recordando que
un sistema matricial es equivalente a varios clésicos: si b1,...,by, € My x1(K) son las columnas de la
matriz By z1,...,%p € Mpyx1(K) son las columnas de la matriz X, entonces

AX = B < Az = b k=1,...,p.
EJERCICIO. Entender bién esta equivalencia.

Sin embargo, para calcular rdpido es mejor trabajar directamente con los sistemas matriciales.
Un sistema matricial AX = B se denomina

= homogéneo, cuando B = 0.

= incompatible, cuando no tiene ninguna solucion.

= compatible determinado, cuando tiene una tnica solucién.

= compatible indeterminado, cuando tiene mas de una solucion.

Cuando un sistema AX = B es compatible, su grado de libertad es el nimero de pardmetros libres que
aparecen al escribir todas sus soluciones. También es la dimension del sev formado por la soluciones
del sistema homogéneo AX = 0. El grado de libertad de un sistema determinado siempre es cero.

PROBLEMA RELACIONADO. 13. (Tras el tema Determinantes, este problema serd mds simple.)



El teorema de Rouché. El Teorema de Rouché clasifica los sistemas matriciales en términos
del rango de la matriz del sistema A y del rango de la matriz ampliada (A|B). Antes de enunciarlo,
resolveremos tres sistemas lineales clasicos diferentes que cubren todas posibilidades que existen.

r — y + 3z =1
EJEMPLO. Resolver el sistema lineal 2x — y + 4z = 2
z + z = 2
Efectuamos las transformaciones elementales por filas necesarias para escalonar la matriz ampliada.
1 -1 3| 1 1 -1 311 10 3|1
(Ab)=1 2 -1 4| 2 |~ O 1 2] 0]~ 01 =2]0
1 0 1] 2 0 1 =211 00 0|1

Este sistema es incompatible. Observamos que en este caso |2 = rango A < rango(A|b) =3 ‘

r — y + 3z =1
EJEMPLO. Resolver el sistema lineal 2x — y + 4z = 2
2 — y = 3
Efectuamos las transformaciones elementales por filas necesarias para escalonar la matriz ampliada.
1 -1 3] 1 1 -1 311 1 0 1] 1 1 00 5/4
Ap)=12 -1 4] 2 |~ O 1 2|0 |~101 -2]0]~[010| —-1/2
2 -1 0| 3 0 1 -6 1 00 —4 |1 00 1| —-1/4
Este sistema es compatible y determinado. La solucion es x = g, Yy = —% Yz = —i. Observamos que
en este caso ’rangoA =rango(A|b) =3 =#colA|.
r — y + 3z =1
EJEMPLO. Resolver el sistema lineal 2x — y + 4z = 2
z + z =1
Efectuamos las transformaciones elementales por filas necesarias para escalonar la matriz ampliada.
1 -1 3] 1 1 -1 3|1 10 3|1 Lo 31
Ab)=12 -1 4] 2 |~ O 1 =210 ]~(01 =2]0 |~ 01 —21 0 )
1 0 1] 1 0 1 =210 00 0O

Este sistema es compatible e indeterminado. Las soluciones son x = 1 —z, y = 2z y z € R libre.
El grado de libertad de este sistema es uno, pues las soluciones dependen de un unico pardmetro: z.

Observamos que en este caso |2 = rango A = rango(A|b) < #colA =3 ‘

Es interesante remarcar que el conjunto de soluciones de un sistema compatible indeterminado se
puede expresar de infinitas formas, todas ellas correctas.

EJERCICIO. Comprobar que en el sistema anterior se podrian haber efectuado las transformaciones
elementales de modo que el pardmetro libre sea la incognita x. Idem, con la incognita y.

r — y + 3z =1
EJERcCICIO. El sistema 2x — y + 3z = 2 también tiene un grado de libertad. Com-
3r — 2y 4+ 6z = 3

probar que su conjunto de soluciones no puede expresarse usando la incdgnita x como pardmetro libre.

Ahora ya podemos dar el resultado final, sin excesivas sorpresas. Recordando que n es el niimero de
columnas de A y p es el numero de columnas de B, el sistema AX = B es:
= Incompatible, cuando rango A < rango(A|B).
= Compatible determinado, cuando rango A = rango(A|B) = n.
= Compatible indeterminado, cuando r = rango A = rango(A|B) < n. En este caso, el grado
de libertad del sistema es igual a (n — r)p.
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EJERCICIO. Sea V = (v1,...,v,) una base de R™ y construimos una matriz cuadrada B poniendo
estos vectores por columnas. Sea W = (w1, ..., wy) otra base de R™ y construimos una segunda matriz
cuadrada A haciendo lo mismo que antes. Ver que el sistema AX = B es compatible determinado y
que su solucion X es la matriz del cambio de base que pasa de la base V a la base W: X = C’I‘//V.

Hay otros sistemas matriciales. Son los sistemas del tipo
YC=D

donde las matrices C' € My xm ¥ D € My, son datos del problema, mientras que la matriz Y € My«
es la incégnita. Estos sistemas se resuelven convirtiéndolos en sistemas del tipo AX = B mediante
transposicién: A =CT € M,,xn, B=D' € Mpyxpy X = YT e M., »p. Una vez obtenida la solucién
X del sistema transpuesto, la solucién del sistema original es Y = X .

El método de Gauss para resolver sistemas. Uno de los més eficientes y simples para resolver
un sistema matricial AX = B es el método de Gauss (o método del pivote). Consiste en simplificar la
matriz ampliada (A|B) mediante transformaciones elementales por filas hasta conseguir escalonarla. Si
la matriz ampliada transformada tiene mas escalones que la matriz del sistema transformada, entonces
rango A < rango(A|B) y el sistema es incompatible. De lo contrario, seguimos simplificando el sistema
mediante més transformaciones elementales y eliminamos las filas nulas hasta llegar a una de las
siguientes situaciones. (En el segundo caso, es posible que la matriz identidad aparezca descolocada
pero siempre se puede ordenar. Es decir, puede suceder que las r columnas de la izquierda no puedan
transformarse —por filas— en la matriz identidad, en cuyo caso hay que encontrar otro grupo de r
columnas que si se pueda.)

» Si(A|B) ~ -~ (Id]C), el sistema AX = B es compatible determinado.

1 0 -+ 0 Spq1 Str42 0 Sin | €11 Ci2 '+ Cip
0 1 -+ 0 sopp1 S2pq2 -+ S2p | Co1 Co2 -+ Cyp

= Cuando (A|B) ~ -+ ~ . ) ) ,
O 0 tee 1 Srr41 Srr42 et Srn Cr1 Cr2 et Crp

el sistema AX = B es compatible indeterminado con (n — r)p grados de libertad

En el primer caso, la (dnica) solucién del sistema es X = C. En el segundo caso, el conjunto de
todas las soluciones del sistema se puede escribir asi:

T11 T2 Tin
X = 21 T2 Ton { Tij = Cij _ZZ:T—H Sik Tk sii= 1,...,?"
: : : 25 €K sie=r+1,...,n
Tml Tm2 - Tmn

EJERCICIO. ;Como se escriben las soluciones si la matriz identidad estd descolocada en el seqgundo
2
caso’

PROBLEMAS RELACIONADOS. 1, 2, 4, 5, 6, 7,8, 9, 10y 14.

Matrices invertibles. Si A es una matriz n x n, las siguientes condiciones son equivalentes:

= Kl sistema AX = Id,, tiene alguna solucién.

= Fl sistema X A = Id,, tiene alguna solucién.

= La matriz A tiene rango méximo: rango A = n.

= Kl sistema AX = B es compatible determinado para toda matriz B.

= Kl sistema XA = B es compatible determinado para toda matriz B.

s La matriz A tiene determinante no nulo: det A # 0. (Se verd en el tema Determinantes.)

= Todos los VAPs de la matriz A son no nulos: 0 & o(A). (Se verd en el tema Diagonalizacidn.)

EJERCICIO. Probar que las cinco primeras condiciones son equivalentes.
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Cuando alguna de estas condiciones se cumple, los sistemas AX = 1d,, y XA = Id,, tienen la misma
(y tnica) solucién. Esta solucién recibe el nombre de matriz inversa de A y se escribe A~!. También
se dice que la matriz inicial es invertible o que tiene inversa.

Si A es invertible, la solucién de AX = Bes X = A"'1B y la solucién de XA = Bes X = BA™ L.

Las propiedades fundamentales de las inversas son las siguientes.

» La inversa de la inversa es la matriz inicial: Si A es invertible, A~! también loesy (A71)~! =
A.

» La inversa de la transpuesta es la transpuesta de la inversa: Si A es invertible, AT también
loesy (AT)"t=(A"HT.

= La inversa del producto es el producto (permutado) de inversas: Si A y B son invertibles,
AB también lo es y (AB)"! = B~1A~L

= Si Ay AB son invertibles, B también lo es. Si B y AB son invertibles, A también lo es.

EJERCICIO. Probar que si A es invertible y k € Z, A* también lo es y (AF)~! = (A~1)k,

EJERCICIO. Comprobar que si A¥*1 = 0 para algin k € N, la matriz Id — A es invertible y su
NVersa es
Id— AP =Td+ A+ A% +... + A
Los dos formas méas comunes para calcular la inversa de una matriz invertible son:
= El método de Gauss. Consiste en resolver el sistema AX = Id pivotando:
(A|Id) ~ - ~ (Id]A7Y).

La matriz A es invertible si y s6lo si es posible transformar (A|Id) en la matriz ampliada
final.
= Bl método de Cramer. Consiste en resolver el sistema AX = Id por la regla de Cramer:

1
Al =~ (AdjA)T.
detA( dj )

(Se vera en el tema Determinantes.)

EJERCICIO. Probar que:

= La inversa de una matriz triangular (superior o inferior) es triangular (superior o inferior).
= La inversa de una matriz diagonal es diagonal.
= La inversa de una matriz simétrica es simétrica.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 3y 11.
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Espacios Vectoriales

Ev. En todo el curso K es un cuerpo. Podeis pensar que K=Q, K=R o K= C.
Un conjunto no vacio E es un K-espacio vectorial (o abreviadamente, un K-ev) cuando existan dos
operaciones, denominadas suma de vectores (+) y producto de escalar por vector (-) tales que:

= La suma de vectores es asociativa: u + (v + w) = (u + v) + w para todos u,v,w € E.
= La suma de vectores es conmutativa: u + v = v 4+ u para todos u,v € E.
= La suma de vectores tiene elemento neutro: Existe 0 € F tal que u+ 0 = u para todo u € E.
» También tiene elemento opuesto: Para todo u € E, existe un (—u) € E tal que u+ (—u) = 0.
= El producto de escalar por vector es distributivo respecto
e la suma de vectores: - (u+v) = a-u+ «a- v, para todo « € K y para todos u,v € E.
e la suma de escalares: (o« + ) -u = «a-u+ - u, para todos a, 3 € Ky para todo u € E.
= (af) -u=ca- (- u) para todos «, § € K y para todo u € E.
= El producto de escalar por vector tiene elemento neutro: 1-u = u para todo u € E.

A los elementos de E los llamaremos vectores y usualmente los notaremos con las ultimas letras
minusculas del alfabeto romano: ..., u,v,w,x,y,z. A los elementos de K los llamaremos escalares y
usualmente los notaremos con letras mintdsculas del alfabeto griego: a, 3,7, 8, A\, i, - . ..

Conviene observar que aparecen dos elementos neutros: el escalar 0 € K y el vector 0 € E. Ademas:

= 0-u =0 para todo u € F.
= -0 =0 para todo a € K.
= Sia-u=0,entonces «a =00 u=0.

EJERCICIO. Probar estas propiedades.
Los principales ejemplos de ev son los siguientes.
= El plano euclideo R%. Es un R-ev con las operaciones
w=(21,22) ER* y = (y1,92) €ER? = w+y=(21+y1,22+y2)
a€R, = (21,22) ER? = a-x=(ar,ar).

Esta suma de vectores es la regla del paralelogramo.
» FEl espacio K™. Es un K-ev con las operaciones

z=(z1,...,2n) EK" y=(y1,...,yn) €EK" = z4+y=(x1+9y1,.--.,Zn+Yn)
aeK z=(x1,...,2,) K" = a-z=(ax1,...,0z,).

= FEl espacio My, «n(K) de todas las matrices con m filas y n columnas con elementos en K. Es
un K-ev con las operaciones

A= (aij) S Man(K), B = (bij) € Man(K) — (C=A+B= (Cij),ci]' =a;; + bij
a €K, A= (aij) S Man(K) — D=a-A= (dij),dij = Qa;;.

» El espacio K, [z] de todos los polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes en
K. Es un K-ev con las operaciones

P(z) =Y _gpja’ € Kpla], Qx) = YT q5a7 € Kulz] = P(a) +Q(x) = X7_(ps + ¢5)2’
a ek, P(x) =" pja’ €Kplz] = a-P(x)=37_jap;a’.

= Fl espacio K[z]| de todos los polinomio con coeficientes en K también es un K-ev.
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= El espacio F(R;R) de las funciones de R en R. Es un R-ev con las operaciones
fiRozr— f(z) eR,g:Roz—g(x) eR = f+g:Roz+— f(x)+g(x)eR
aceR f:Rozm— f(zr) eR = a-f:Roz—af(zx)eR.

EJERCICIO. Probar que E = R} = {(1,...,2,) € R" : x1,...,2, > 0} es un R-ev con las
operaciones

r=(r1,...,0) ERY, y=(y1,...,yn) ER} = x4+y= (21 Xy1,...,Tn X Yn)
a€eR z=(x1,...,2,) ER}] = a-x=(2f,...,2}).

n

Indicacion: El elemento neutro de esta “suma de vectores” es el vector 1 = (1,...,1) € R,

Cly sev. Un vector u de un K-ev E es una combinacion lineal (cl) de unos vectores vy, ...,v, € B
cuando existan unos escalares aq,...,a, € K talesque u =y -v1 + -+ ap - v, = 2?21 a;jvj. Los
escalares aq, . .., oy, son los coeficientes de la cl. La cl es trivial cuando todos sus coeficientes son nulos.

EJERCICIO. Sean u = (0,1,0), v/ = (1,2,4), v; = (1,0,0) y vo = (1,2,0) cuatro vectores de R3.
Ver que u se puede poner como una cl de vy y ve, pero u' no.

Un subconjunto no vacio F' de un K-ev E es un subespacio vectorial (o abreviadamente, un sev) de
FE cuando cumpla el siguiente par de propiedades:
1. w,2veF=u+veF.
2. aeKiueF=a-uckF.

EJERCICIO. Probar que si F es un sev, entonces 0 € F'.

EJERCICIO. Probar que F' es un sev si y solo si: o, € K, u,v € F = au+ pv € F. Mejor ain,
probar que un subconjunto F es un sev si y solo si cualquier cl de vectores de F' sigue estando dentro

de F.

A continuacién, damos algunos ejemplos de subconjuntos que son (o no son) sev.

» F = {0} es el menor sev de cualquier ev E.
= F'= F es el mayor sev de cualquier ev E.
» F={z=(21,72,23) € R3: 21 + 23 =0} es un sev de F = R3.
F={r=(x1,22,73) € R3: 71 + 23 =1} no es un sev de £ = R3.
F ={A € M(R) : traza A = 0} es un sev de E = M>(R).
F={A € M3R):det A= 0} no es un sev de £ = M>(R).
F ={P(z) e K,[z] : P'(3) =0} es un sev de E = K, [z].
» F=K,[z] es un sev de F = K[z]. Si m > n, F = K,[z] también es un sev de E = K,,[z].
» F=C%R;R) ={f € F(R;R) : f es continua} es un sev de E = F(R;R).
De los ejemplos que no son sev, en el primero 0 € F' (es decir, la ecuacién 1 + 3 = 1 no es
homogénea), mientras que en el segundo la ecuacién det A = 0 no es lineal. Veremos mds adelante que
las ecuaciones de un sev siempre son lineales y homogéneas.

PROBLEMA RELACIONADO. 1.

EJERCICIO. Sean v1 = (1,2,0) y va = (1,0,0). Comprobar que el subconjunto F C R® formado por
todas las cl posibles de v1 y vo es un sev de E = R3.

Si S es un conjunto de vectores de un K-ev E, notaremos por [S] al subconjunto de E formado
por todas las ¢l posibles de vectores de S. Asi pues, un vector u € E es una cl de unos vectores
Vi,...,0 € E sy sélosiu € [vg,...,0,]. [S] siempre es un sev de E. Llamaremos a [S] el sev
generado por Sy a los vectores de S unos generadores del sev [S].

EJERCICIO. Comprobar que [S] es el menor sev de E que contiene a S.

EJERCICIO. Si F = {z = (71,22,73) € R® : 21 + 23 = 0} y G = [(1,0,-1),(0,1,0)], entonces
GCF.
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Cuando S = {v1,...,vn} (es decir, S contiene un nimero finito de vectores), entonces
[S]={a1-vi4+ -+ am vm:ar,...,an €K},

En particular,

" E:Rgv S:{(17070)(1a270)}:> [S] #E
« F=K" S={(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,...,0,1)} = [S] = F
10 0 1 0 0 0 0
-E:MQ(K),Sz{(O 0),(0 0>7(1 0>7 0 1)}:[5]:E
lz,...,2"} = [S]=E.

e liey
|
~N
]2
=36
e
Ty
I
B
\’3
(3
0

EJErciciO. Sea S = {(e,1,...,1),(L,e,...,1),...,(1,...,1,e)} C R%. Comprobar que [S] = R’,.

Vectores li, vectores generadores, bases y dimensiones. Un conjunto S C E es

= Linealmente independiente (1i) en E cuando la tnica cl de sus vectores que se anula es trivial.

= Linealmente dependiente (ld) en E cuando existen cl no triviales de sus vectores que se
anulan.

= Generador de E cuando cualquier vector de E se puede escribir como una cl de sus vectores.

= Base de F cuando es simultdneamente li y generador. (O equivalentemente, cuando cualquier
vector de E se puede escribir de forma tnica como una cl de sus vectores.)

Todos los ev tienen bases, pero no lo vamos a demostrar.

EJEMPLO. Sean v; = (1,0,0), vo = (1,1,0), vz = (1,1,1) y vs = (2,2,1) vectores de E = R3.
Entonces:
1. {wva,v3} es li, pero {va,vs,v4} es ld.
2. {v1,v2,v3,94} genera E, pero {va,v3,v4} no.
3. {v1,vq,v3} es una base de E.

Las propiedades mas simples relacionadas con la independencia lineal son las siguientes.
= Un conjunto es 1d si y sélo si alguno de sus elementos es una cl de otros elementos del
conjunto.
= Cualquier subconjunto de un conjunto li también es li: Sesliy T C S =T esli.
Sesli=0¢385.
S={u}leslieu#0.
S = {uy,us} es Id < alguno de los vectores uj, us es un miiltiplo del otro.

EJERCICIO. Probar las propiedades anteriores.
EJERCICIO. Probar que polinomios de grados diferentes siempre son li.

EJERCICIO. Probar que S es una base de E si y solo si cualquier vector de E se puede escribir de
forma dnica como una cl de sus vectores.

Hemos dicho que al quitarle vectores a un conjunto li sigue siendo li. Asi mismo, al afiadirle vectores
a un conjunto generador sigue siendo generador. Por otra parte, hemos comprobado mediante ejemplos
que al anadirle vectores a un conjunto li puede dejar de serlo o que al quitarle vectores a un conjunto
generador puede dejar de serlo. A grosso modo, esto significa que:
= Los conjuntos li no pueden ser demasiado grandes.
= Los conjuntos generadores no pueden ser demasiado pequenos.
Asi pues, parece 16gico que las bases, que estdn a medio camino entre los conjuntos li y los conjuntos
generadores, deban tener un tamano muy ajustado, que se denomina la dimension del ev. Hasta ahora,
todo esto es muy difuso. Falta probarlo con todos los detalles.
Empezaremos comentando las dos principales propiedades que nos relacionan conjuntos li, conjuntos
generadores y bases:
= De cualquier conjunto finito de generadores se puede eztraer una base (finita, claro).
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= Teorema de Steinitz. Si E es un ev, B = {v1,...,v,} unabasede Ey S = {wy,...,wy,} un
conjunto li en E, entonces 3T C B tal que #T =n—m >0y B’ = SUT es una base de E.

EJERCICIO. Demostrar el Teorema de Steinitz. (No es fdcil.)

Dado un K-ev E, tenemos tres posibilidades para su dimension.
» Si E = {0}, diremos que E tiene dimensién cero: dimg E = 0.
= Si E # {0} tiene una base finita de n vectores, diremos que E tiene dimensién n: dimg E = n.
= Si E # {0} no tiene ninguna base finita, diremos que F tiene dimensién infinita: dimg F = co.
De igual modo, si F' es un sev, la dimensién de F' es el numero de vectores que tiene las bases de F.

EJERCICIO. La dimension no depende de la base pues todas las bases de un ev tienen el mismo
cardinal.

EJERrcicio. Calcular la dimensién del sev F = [(1,1,0),(1,1,1),(2,2,1)] C R3. (Respuesta: dim F' =
2.)

El teorema de Steinizt se puede resumir diciendo que en los ev de dimensién finita, cualquier conjunto
li se puede ampliar hasta formar una base.
Un ev tiene muchas bases, pero la primera opcién serd trabajar con la base natural (si existe). Las
bases naturales de los ev euclideos, de los ev de matrices y de los ev de polinomios son las siguientes.
» La base natural de K™ es N = {eq,...,e,}, donde e; es el vector de K" cuya componente j
es igual a uno y el resto son nulas. En particular, dimg K™ = n.
= La base natural de My, x,(K) es N ={FE11,...,E1n, Eo1, ..., Eopny.. .y B,y ..., B}, donde
E;; es la matriz de M,,x,(K) con todas sus elementos nulos excepto el situado en la fila i y
la columna j, que es igual a uno. En particular, dimg M, x»(K) = mn.
= La base natural de K,,[z] es N = {1,z,...,2"}. En particular, dimg K, [x] =n + 1.
» La base natural de K[z] es N = {1,z,...,2",...}. En particular, dimg K[z] = cc.
= La base natural de C considerado como R-ev es N = {1, i}. En particular, dimg C = 2.

EJERCICIO. Calcular dimg C,[z]. 5Cudl seria la base natural de C,[x] considerado como R-ev?
EJERCICIO. Calcular dimg R y dimg F(R;R). (Respuesta: Ambas dimensiones son infinitas.)
PROBLEMA RELACIONADO. I6.

A continuacion, listamos las propiedades més importantes sobre conjuntos li, conjuntos generadores,
bases y dimensiones. Sea E un ev de dimensién finita y sea S un conjunto de vectores de E. Entonces:
= Sesli=#S5 <dim F y podemos ampliar S a una base de F.
= S genera £ = #S5 > dim E y podemos extraer de .S una base de F.
m Sesliy #S=dim F = S es base de E.
m S genera Fy #S =dim E = S es base de E.
Para acabar esta seccién, listamos algunas propiedades sobre dimensiones de sev.
= Sélo el sev cero tiene dimensién cero.
= Si F' es un sev de un ev F, entonces dim F' < dim F.
= Si F'es un sev de un ev F tal que dim F' = dim F < oo, entonces F' = FE.
= Si F'y G son sev’s de un ev E tales que FF C G y dim F' = dim G < oo, entonces F' = G.
Las hipétesis dim E < oo y dim G' < oo son necesarias. Por ejemplo, el sev F = [z,22,...,2",...] del
ev E = R[z] cumple la condicién dim F' = dim E, pero, en cambio, F # E.

Coordenadas en una base. En esta seccién, E siempre es un ev de dimensién finita. Adema4s,
a partir de ahora, supondremos que las bases no son sélo conjuntos de vectores, sino que en tales
conjuntos hay un orden y por tanto hablaremos de bases ordenadas.
La propiedad fundamental de cualquier base V' = (v1,...,v,) de un ev E es que cualquier vector
del ev se puede escribir de forma tnica como una cl de los vectores de la base. Es decir,

Vue E, ay,...,a, EKtalesque u =y -v1 + -+ ap * Un-
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Los escalares aq, ..., a, son las coordenadas del vector u en la base V. Las escribiremos en columna:
851
€ M, x1(K).

gl
<
I

79

Cuando no haya posibilidad de confusién, escribiremos sélo la barra sin el subindice de la base: u. A
veces, para ahorrar espacio, escribiremos las coordenadas horizontalmente: uw = (aq, ..., an)T.

Las bases naturales de los espacios euclideos K", los espacios de polinomios K, [z] y los espacios de
matrices M,,x,(K) son muy cémodas ya que las coordenadas de

» = (r1,...,7,) en la base natural de K" son las componentes del vector: T = (z1,...,,)".
= P=3"0 a;x? en la base natural de K,, [z] son los coeficientes del polinomio: P = (ag, . .., a,) .
» A = (a;;) en la base natural de M,, x, (K) son los elementos de la matriz: A= (a1, . s amn)".

Es muy importante entender que un vector tiene coordenadas diferentes en bases diferentes.

EJEMPLO. Tenemos el vector x = (8,2) del ev E = R%. Consideramos tres bases distintas de E. La
base natural N = (eq, e2), la base W = (w1, ws) donde wy = (3,1) y wa = (5,1) vy, finalmente, la base
V = (v1,v2) donde v; = (1,1) y v = (6,0). Entonces: Ty = (8,2)", 2w = (1,1)T y @y = (2,1) 7.

EJEmpPLO. En E = M3(R) consideramos la base natural N y la base V' formada por los vectores

(11 (12 (11 (51
=12 3 2711 1 =11 4=\ 9 1 )

Las coordenadas de A = ( _é ; ) son Ay = (—4,1,0,2)T y Ay = (1,1,-1,-1)T.
EJERCICIO. Sea V = (v1,...,vy,) una base de E. ;Cudles son las coordenadas de v; en la base V ¢
EJERCICIO. Sea oo € R. Probar que V = (1,2 — o, (z — @)?,..., (x — &)™) es una base de Ry[z].

Calcular las coordenadas de un polinomio P(x) € K,[z] en la base V. (Indicacion: Taylor.)

Cambios de base. En esta secciéon vamos a ver como se transforman las coordenadas de un
vector en una base a sus coordenadas en otra base.
Sean V = (v1,...,v,) y W = (wq,...,w,) dos bases de un K-ev E. Si v € E, uy y Ty son las
coordenadas del vector u en esas bases. Entonces, existe una tinica matriz C;, € M, (K) tal que

aw = Cyay  Yuc€ E.

La matriz C“//V es la matriz del cambio de base de la base V' a la base W. Para calcularla, basta recordar
que la columna j de esta matriz son las coordenadas del vector v; en la base W. Es decir,

M1 M12 cc Hin

v 21 M22 ot H2n
vjz,ulj-w1+---+,unj-wn:>C’W: . . . 3

Hnl Hn2 tee Hnn

Las propiedades méas importantes de las matrices de cambio de base son las siguientes:
= Las matrices de cambios de base siempre son invertibles. (Ver el tema Matrices.)
= La matriz del cambio inverso es la inversa de la matriz del cambio: (C},)~1 = CVV.
» La matriz del cambio compuesto es el producto de las matrices del cambio: C}j, = ClJ,C};.

EJERCICIO. Probar las propiedades sequnda, tercera y quinta.

Un buen truco para calcular una matriz de cambio de base que relacione dos bases no naturales V'
y W, consiste en usar la base natural N como puente entre las dos. Por ejemplo, C}(,VC“,/V = CY, es
decir, CY, = (C¥)~1C};. También es interesante notar que para calcular una matriz de cambio de
base que relacione una base natural N y otra base V, suele ser mas facil construir la matriz C};.
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EJEMPLO. En E = R? tenemos las bases V = (vi,vs) y W = (wy,ws) dadas por
v = (2,0) Vo = (0,4) w1 = (]., ].) Wy = (1, —1)

Sean x,y € R? los vectores tales que Ty = (7,1)T yyw = (1,—=1)T. Calcular Tw y 7y,
Como v1 = w1 + we Yy vo = 2wy — 2ws, sabemos que

v (1 2 cw_ (1 2N _ (12 1
w1 2 vl 2 ) T4 -4 )
Por tanto, Ty = Cyxy = (9,5)" y 7y = C¥ gy = (0,1/2) 7.

EJjercicio. Consideramos E = C como un R-ev de dimension dos. En E tenemos la base natural
N =(1,1) yla base V = (24 1,1+ i). Calcular las coordenadas de z = a+ bi € C en la base V.

EJERCICIO. Sean V y W dos bases de un ev E de dimension finita. Sea F' un sev de E tal que
F={ueFE:Ly-uy =0}
para alguna matriz Ly y sea Ly = Ly CY,. Probar que F ={u € E: Ly - iy = 0}.
PROBLEMA RELACIONADO. 6.

Método para extraer una base de unos generadores. Sea G un sev de dimensién [ de un
K-ev E de dimensién n. Supongamos que G = [wy, ..., w,| con r > . Es decir, los vectores wy, ..., w,
generan G. Entre esos r generadores, queremos extraer [ vectores que formen una base del sev G. El
método se basa en las matrices escalonadas. (Ver el tema Matrices.)

Sea V = (v1,...,v,) una base cualquiera del ev E, por ejemplo, la natural. Construimos la matriz
C € M,x,(K) cuya columna j son las coordenadas del generador w; en la base V. Escalonamos la
matriz C hasta convertirla en una matriz con ! escalones. Escogemos una tnica columna de cada
escalén. Los [ vectores que inicialmente estaban en esas columnas forman una base de G.

EJEMPLO. En E = M3(R) consideramos el sev G generado por las matrices

(11 (22 (21 (403
=19 1 W2=1\ 4 9 ws=11 1 Wa=1\5 3 )

Ponemos en columnas las coordenadas de esas matrices en la base natural y escalonamos:

1 2 2 4 1 2 2 4 12 2 4
1 21 3 00 —1 —1 00 —1 —1
C={2415~loo =3 3|~loo o of=F
1 21 3 00 -1 —1 00 0 0

Al final hay dos escalones, luego dim G = 2. El primer escalon abarca las columnas primera y sequnda.
El seqgundo escaldn abarca las columnas tercera y cuarta. Por tanto, algunas bases de G son: {w1,ws},

{w17w4}} {U)Q,U)g} Y {w23w4}'

Método para ampliar unos vectores li a una base. Sea S = {w1,...,w;} un subconjunto
li de un K-ev E de dimension n. Queremos encontrar n — [ vectores que unidos a los [ vectores de S
formen una base de F. El método se basa en uso de menores. (Ver el tema Determinantes.)

Sea V = (v1,...,v,) una base cualquiera del ev E, por ejemplo, la natural. Construimos la matriz
C € M,«,(K) cuya columna j son las coordenadas del vector w; en la base V. Buscamos un menor
no nulo de orden [ en esa matriz. Entonces los n — [ vectores de la base V' “asociados” a las n — [ filas
de la matriz C' que han quedado fuera del menor cumplen lo que queremos.

EJEMPLO. Sean wi = (1,2,3,4,5) y wy = (1,2,1,4,5) dos vectores de R5. Buscamos tres vecto-
res ws, wy Yy wy tales que W = (w1, we, w3, wy,ws) sea una base de R®. Ponemos en columnas las
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coordenadas de los vectores wy y we en la base natural N = (eq, ..., e5), obteniéndose la matriz

11
2 2
cC=1| 3 1
4 4
5 5
) , . 2 2
En esta matriz hay varios menores no nulo de orden dos. Por ejemplo, 3 1 ‘ =2-6=—-4#0.

Las filas primera, cuarta y quinta han quedado fuera de ese menor. Por tanto,

W = (wlaw27w37w4~w5) - (11)1,’[02,61,64,65)

es una base de RO.

Métodos para pasar de bases a ecuaciones y de ecuaciones a bases. Sea F un K-ev de
dimensién ny sea V = (v1,...,v,) una base de E. Dado un vector u € E, notamos por uy € M, x1(K)
sus coordenadas en la base V. Un sev F' C F de dimensién [ suele expresarse mediante:

Generadores. F' = [wy, ..., w,] para algunos vectores wy,...,w, € E conr > 1.

Bases. F' = [wy,...,w;] para algunos vectores li wy,...,w; € E.

Ecuaciones. F = {u € E : Auy = 0}, con A € M, (K) tal que rango A =n —1 < m.
Ecuaciones li. F = {u € E : Auy = 0}, siendo A € M(,,_;)»,,(K) de rango maximo.

Es una buena costumbre intentar siempre expresar los sev mediante bases o ecuaciones li. Por tanto,

si tenemos generadores, quitaremos los que sobren (es decir, extraeremos una base).
si tenemos ecuaciones, quitaremos las que sobren (es decir, nos quedaremos con unas li).

En muchas ocasiones es necesario encontrar unas ecuaciones a partir de unos generadores o una
base. También resulta imprescindible efectuar el proceso inverso, es decir, encontrar una base a partir
de unas ecuaciones (li o 1d). Estas conversiones se hacen asi.

De unas ecuaciones a una base. Si F = {u € FE : Auy = 0} para alguna matriz A € M, . (K)
de rango n — [, resolvemos el sistema lineal homogéneo Auy = 0 por el método de Gauss
(para més detalles, ver el tema Matrices). Este sistema tiene [ grados de libertad. Una vez
que tenemos las soluciones del sistema en funcién de [ pardmetros libres, cada parametro
multiplica a un vector. Estos [ vectores forman una base.

De unos generadores (o una base) a unas ecuaciones. El método es muy parecido al método
para extraer una base de unos generadores. Dado el sev G = [wy, ..., w,], queremos encontrar
sus ecuaciones en una base V = (v1,...,v,) de E. Sea C' € M,,x,(K) la matriz cuya columna
Jj son las coordenadas del generador w; en la base V. Siuy son las coordenadas de un vector
u € E en la base V, entonces u € G < rangoC = rango(C|uy ). Por tanto, para calcular
unas ecuaciones de G escalonaremos la matriz ampliada (C|uy ) e impondremos que (C|ay )
tenga el mismo niimero de escalones que la matriz C.

EJEMPLO. Encontrad unas ecuaciones del sev G = [1 +2x + 2% + 223, 1 + 2 — 22 — 23,2 + 3z + 23]
en la base natural N = (1,z,2%,23) de E = R3[z] y una base del sev

ao—al—ag—i—ag = 0
F= a0+a1x+a2x2+a3x3€R3[1’]: 2a0 —a; —as—3a3 = 0
3@0—2@1—2(12—2@3 = 0
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Empezamos calculando una base de F'.

ap —ayp —az + as =0
F = a0+a1x+a2x2+a3x36R3[x] : 2a9—a1—ay—3a3 = 0
3ag — 2a1 — 2a9 —2a3 = 0
_ 2 3 L ag = das
= {ao—l—alx—I—agx + azz” € Rax] : a1 = 5as— a }
= {(4a3) + (ag — ag)x + axx® 4 azx® : az, a3 € ]R}
= [~z 424452+ 27
Por tanto, dim F = 2 y (—z + 22,4 + 5z + 23) es una base de F.
Si buscamos unas ecuaciones de G en la base natural de Rs[x], hacemos
1 1 2 ag 1 1 2 ag 1 1 2 ag
2 1 3 ay 0 -1 -1 a1—2a0 0 -1 -1 (11—2&0
1 -1 0 a9 0 -2 =2 a2 — Qo 0 0 0 ag — 2@1 + 3(10
2 -1 1 as 0 -3 -3 as — 2ag 0 0 0 az — 3a1 + 4ag
. 3ag — 2a1 4+ a = 0
_ _ 2 3 ) 0 1 2
luegodlmG—2yG—{a0+a1x—|—a2x + azz® € Rs[z] : day — 3a, bas = 0 }

PROBLEMAS RELACIONADOS. 2, 3y 4.

Sumas e intersecciones de sev. Dados dos sev F'y G de un ev E, su suma y su interseccion
se definen asi:

F+G={v+w:veFweGqG} FNnG={u:ue€Fue G}
Las propiedades mas importantes de la interseccién y suma de sev son las siguientes:

mue FNGeue FyueG.

mu€F+G& Jve Fydwe G tales que u = v+ w.

= La interseccién F'N G es el mayor de los sev contenidos simultaneamente en F' y en G.

= La suma F 4 G es el menor de los sev que contienen simultdneamente a F'y a G.

» Férmula de Grassmann: Si dim E < oo, entonces dim(F +G) +dim(FNG) = dim F +dim G.

EJERCICIO. Encontrar algun ejemplo que ponga de manifiesto que la union de sev mo es un sev.

EJERCICIO. Probar que FO(G1+G2) D (FﬁGl)-f—(FﬁGQ) yF+(G1 OGQ) C (F+G1)0(F+G2)
Después, dar ejemplos que muestren que FN(G1 4+ Ga) # (FNGy)+ (FNGy) y F+ (GrNGy) #
(F4+Gi1)N(F + Gs).

EJeERCICIO. Sidim E = oo, pero dim F' < co y dim G < oo, ses correcta la formula de Grassmann?

Sumas directas y sev complementarios. Dados dos sev F' y G de un ev de dimensién finita,

las siguientes condiciones son equivalentes:

= FNG ={0}.

= dim(FNG)=0.
dim(F + G) = dim F + dim G.
Cualquier vector de F' 4 G se descompone de forma tnica como suma de uno de F' y otro de
G. Es decir, Vu € F+ G, v € F'y Fw € G tales que u = v + w.
Al juntar una base de F' con una base de GG, obtenemos una base de F' + G.
Sive Fywe G, pero v,w # 0, entonces los vectores v y w son li.

Cuando se cumpla alguna de estas condiciones (y por tanto todas), diremos que la suma de F'y G es
directa y la escribiremos asi: ' ® G.

Un complentario de un sev F en un ev E es cualquier sev G tal que F & G = E. Por tanto, F' 'y G
son complementarios en E siy sélo si se cumple alguna de las siguientes condiciones (son equivalentes):

« FNG={0}y F+G =E.
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= Vue E, Jv e Fy3lwe G tales que u = v + w.

Si F'y G son complementarios en un ev F de dimensién finita, entonces dim F' 4+ dimG = dim E.
Si (v1,...,v;) es una base de F'y (v1,...,v,v41,...,0,) €s una base de F, entonces los vectores
V41, - --,Upy sOn una base de un complementario de F' en E.

EJERCICIO. Consideramos en E = M,(R) los sev de matrices simétricas y antisimétricas
F={AeM,R): AT =4} G={BeM,(R): BT =-B}.
Probar que F' y G son complementarios en E. (Consejo: No escribais los elementos de las matrices.)
PROBLEMA RELACIONADO. 17.

Para definir la suma directa de méas de dos sev hemos de ir con cuidado. Dados unos sev Fi, ..., F.
de un ev de dimensién finita, las siguientes condiciones son equivalentes:
s dim(Fy + -+ F.)=dimF; + -+ dim F,.
= Cualquier vector de F; + - - - + F. se descompone de forma tnica como suma de vectores de
los sev Fj, j=1,...,r. Es decir, Vu € Fy +--- 4+ F;,, 3lv; € F} tales que u = v; + -+ - + ;.
= Al juntar una base de cada sev F}j, obtenemos una base de Fy + - - + Fj.
= Siw; € Fj y v; # 0, entonces los vectores vy, ..., v, son li.
Cuando se cumpla alguna de estas condiciones (y por tanto todas), diremos que la suma de los sev es
directa y la escribiremos asi: F} @ --- @ F..

EJERCICIO. Encontrad tres sev Fy, Fy, F3 tales que F1 N Fy = {0}, Fy N F3 = {0} y F> N F3 = {0},
pero que mo esten en suma directa.

Métodos para calcular sumas, intersecciones y complementarios. Los métodos habituales
para sumar o intersecar dos sev son los siguientes.
= Suma de sev. Se juntan todos los generadores y después se quitan los que sobran, ya que
F=lvy,...,0],G=[wy,...,ws] = F4+G=[v1,...,0,w1,...,wW.

= Interseccion de sev. Se juntan todas las ecuaciones y después se quitan las que sobran, ya
que

F{ueE:AuVO},G{ueE:BuV0}:>F0G{ueE: Ay = 0}.

Buy = 0

EJEMPLO. En E = R3[x] consideramos los sev G = [1 4+ 2z + 22 +22° 1 + 2 — 22 — 23,2 + 32 + 23]
Y

ap— a1 — as + as = 0

F= a0+a1x+a2x2+a3x3€R3[m]: 2q0 —a; —azx —3a3 = 0

3&0—2&1—2@2—2@3 = 0

Entonces dim(F + G) = 3 y dim(F N G) = 1. Ademds:
F+G = [x—x2,1+m,x+x3]:{a0+a1x+a2x2+a3x3€R3[x]:ao—al—ag—i-ag:O}

3 ) ag — a1 —ag +as = 0
FNG = [12+4172—22" 4+ 32% =Y a;a? € Ryfa]: 209 — a1 —ap —3as = 0
j=0 3ag — 2a1 + ag = 0

PROBLEMAS RELACIONADOS. 5, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14 y 15. (Salvo lo concerniente a sev comple-
mentarios.)

Ahora explicamos como calcular un complementario de un sev F' en un ev E de dimension finita. Por

Steinitz, sabemos que si dim F = n y los vectores wy, ..., w; forman una base F', podemos ampliarlos
mediante n — [ vectores wyy1,...,w, € E hasta formar una base de E. Una vez hecho esto, el sev
G = [wi41, ..., wy,] es un complementario de F' en E.Y ya hemos explicado como ampliar un conjunto

de vectores li a una base.
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EJEMPLO. G = [ey, e3] es un complementario de F = [(1,2,3,4),(1,1,3,4)] en R*, pero H = [ey, €3]
no.

Existe otro modo de calcular complementarios si conocemos unas ecuaciones li del sev en alguna
base. Supongamos que tenemos un sev F = {u € E : Auy = 0} de dimensién ! dentro de un
ev E/ de dimensién n. También suponemos que A € M, _j)x»(K) es una matriz de rango méximo.
Entonces, el sev generado por los n — [ vectores cuyas coordenadas en la base V son las filas de A es
un complementario en E del sev F.

EJEMPLO. Un complementario de F = {P(x) € Ry[z] : P(1) = P(2) = 0} en Ry[z] es
G=[1+z+2?+2°+2% 1422+ 42% 4 82° + 1624).

PROBLEMA RELACIONADO. I11.
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Aplicaciones Lineales

Primeras definiciones. Una aplicacion lineal de un K-ev de salida E a un K-ev de llegada F
es una aplicacién f : E — F tal que

= f(u+v)= f(u)+ f(v) para todos u,v € E.
= f(A-u) =X f(u) para todo u € E y para todo A € K.
Notaremos por L(E, F) al conjunto de todas las aplicaciones lineales de E a F'.

PROBLEMA RELACIONADO. 1.

Las siguientes propiedades se deducen a partir de la definicién. Si f : E — F' es una aplicacién
lineal, entonces:

- f(Z?:I Ajuy) = Z?:1 Aj - f(uy), para todos uq,...,u, € Ey para todos Aq,..., A, € K.

= f(0g)=0p.
» Si G es un sev del ev de llegada F, f~1(G) = {u € E: f(u) € G} es un sev del ev de salida
E

= Si H es un sev del ev de salida E, f(H) = {f(u) : u € H} es un sev del ev de llegada F.

EJERCICIO. Probar las propiedades anteriores.

Los casos G = {0} y H = F dan lugar a dos importantes definiciones.
= Kl nicleo de f es el sev del ev de salida definido por
Nucf=f"10)={u€eE: f(u) =0}
= La imagen de f es el sev del ev de llegada definido por
Im f = f(E) ={f(u) :u € E} = [f(u1),..., f(un)]
donde (u1,...,u,) puede ser cualquier base del ev de llegada.
Recordamos que una aplicacién f : A — B entre conjuntos es:

= jnyectiva cuando no hay dos elementos diferentes del conjunto de salida que tengan la misma
imagen. Es decir, cuando

fw) = f(v) <= u=v.
= ezhaustiva cuando cualquier elemento del conjunto de llegada es la imagen de algtin elemento
del conjunto de salida. Es decir, cuando
YVweBIueA tq f(u)=w.
= biyectiva cuando es inyectiva y exhaustiva.

Las aplicaciones biyectivas se pueden invertir. Dada una aplicacién biyectiva f : A — B, existe otra
aplicacién f=1: B — A tal que f(u) =v < f~1(v) = u.

Estos conceptos se pueden trasladar al marco de las aplicaciones lineales, dando lugar a las siguientes
caracterizaciones. Supongamos que F y F' son ev de dimensién finita. Sea f : ' — F' una aplicacién

lineal y sea (u1,...,u,) una base del ev de salida E. Entonces:
= f es inyectiva <= Nuc f = {0} < f(u1),..., f(un) son li en F.
= f es exhaustiva <= Im f = F < f(u1),..., f(u,) generan F.
= f es biyectiva <= f(u1),..., f(u,) son una base de F'.
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Las caracterizaciones referentes al nicleo y a la imagen no requieren la hipétesis de dimensién finita.
EJERCICIO. Probar estas caracterizaciones.
PROBLEMA RELACIONADO. 2.
Finalmente, listamos un vocabulario que no vamos a usar, pero que conviene saber. Sea f: £ — F

una aplicacién lineal. Diremos que:

= f es un monomorfismo siy sélo si f es inyectiva.

= f es un epimorfismo siy sélo si f es exhaustiva.

= f es un isomorfismo siy sélo si f es biyectiva.

= f es un endomorfismo siy sélosi E = F.

= f es un automorfismo siy sélo si E = F y f es biyectiva.

Notaremos por L(E) o por End(E) al conjunto de todos los endomorfismos de E.

Ejemplos de aplicaciones lineales. Vamos a empezar con los ejemplos mas sencillos posibles:

= La aplicacion nula de un ev E a otro ev F' es aquella que envia todos los vectores de E al

vector nulo de F'. Es decir, f(u) = 0, para todo u € E. Escribiremos f = 0 = 0 _p. Ademas,
Nucf=F Im f = {0}.

= La aplicacion identidad de un ev E es el endomorfismo que envia cualquier vector al propio
vector. Es decir, f(u) = u, para todo u € E. Escribiremos f =Id = Idg. Adem4s,

Nuc f = {0} Im f=F.

A continuacién, presentamos un ejemplo geométrico en el plano y otro en el espacio.

= En el plano £ = R?, consideramos el giro de dngulo #. Veremos mas adelante que, en
coordenadas naturales, este giro se expresa como

2 9 = cosf) —sinf x
g0 R"— R ge'<y>'_)<sin0 cos@)(y)'

El giro de dngulo 6 es una aplicaciéon biyectiva cuya inversa es el giro de dngulo —6. En
particular, Nuc gy = {0} e Im gy = R?.

= En el espacio E = R?, consideramos la proyeccién sobre el plano G = {(z,y,2) € R®: z = 0}
en la direccién de la recta H = {(z,y,2) € R® : x = 0,y = z}. En coordenadas naturales,
esta proyeccién se expresa como

p:R3—>R3 p(x,y,z):(x,y—z,()).

El nticleo de p es larecta H y su imagen es el plano G, luego p no es ni inyectiva, ni exhaustiva.

Finalmente, presentamos una aplicacién lineal que no es un endomorfismo. Concretamente, damos
un ejemplo con E = M3(R) y F = Raz]. Sea f: M2(R) — Ry[z] la aplicacién dada por

C

f: ( “ 2)»—>(a+d)+(a—|—b—c+d)m+(b—c)x2.

Empezamos calculando el nicleo de esta aplicacion.

Nucf = {(‘CI Z):(a+d)+(a+b—c+d)x+(b—c)x2:O}
= (e )t 20}
- (o ) (Vo))
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Asi pues, dim Nuc f = 2 y la aplicacién no es inyectiva. Ahora calculamos la imagen usando que Im f
es el sev generado por las imdgenes de una base cualquiera de ev de salida E = M (R). Obviamente,
trabajamos con la base natural de Ms(R).

PGon)r(oo)r(V o) (o)

= [l+zao+a®l+ta, -2 =14z,r+x

Im f

Luego dimIm f = 2 y la aplicacién tampoco es exhaustiva.

Comentarios sobre dimensiones. En esta seccién siempre supondremos que los ev de salida y
llegada son de dimension finita. Enpezamos estableciendo una férmula con importantes consecuencias.
Si f: E — F es una aplicacién lineal entre ev de dimensién finita, entonces

dim Nuc f + dimIm f = dim E.
EJERCICIO. Comprobar que esta formula se cumple en todos los ejemplos de la seccion anterior.
EJERCICIO. Probar la formula.

Las importantes consecuencias antes mencionadas son las siguientes:
= finyectiva = dim F < dim F'.
= f exhaustiva = dim E' > dim F.
f biyectiva = dim F = dim F.
Si dim E = dim F', entonces f inyectiva < f exhaustiva < f biyectiva.

EJeEmMPLO. Una aplicacion lineal f : Ma(R) — Ralx] nunca puede ser inyectiva. Una aplicacion
lineal f : Ry[z] — M3(R) nunca puede ser exhaustiva.

El rango de una aplicacién lineal f : E — F' es igual a la dimensién de la imagen:
rango f = dim Im f.
Determinacion de aplicaciones lineales. En esta seccion queremos determinar que aplicacio-
nes lineales cumplen ciertas condiciones prefijadas de antemano.

Sean F y F dos ev de dimensién finita. Sean w1, . .., w, unos vectores del ev de salida E y vy,...,v,
unos vectores del ev de llegada F'. ;Cuantas aplicaciones lineales f : E — F hay tales que

flw;) = v, j=1,...,n?

La respuesta depende de los vectores escogidos:

= Cuando los vectores w1, ..., w, son una base de E, tan s6lo hay una.

= Cuando los vectores wy,...,w, son li pero no son una base de F, hay infinitas.

= Cuando los vectores wq,...,w, son ld, puede haber infinitas, una o ninguna, dependiendo
de como sean los vectores vy, ..., v,.

EJERCICIO. Probar estas afirmaciones.
EJEMPLO. No hay ninguna aplicacion lineal f : R? — R3 tal que
fL0)=(1,-1,1)  f(0,1)=(1,2,3)  f(1,1)=(21,0)
ya que f(1,0) + £(0,1) = (1,-1,1) + (1,2,3) = (2,1,4) # (2,1,0) = f(1,1) = f((1,0) + (0, 1)).
EJEMPLO. Ewiste una tnica aplicacion lineal f : R? — R? tal que
f(1,0) =(1,-1,1) £(0,1) =(1,2,3) f(1,1) =(2,1,4).
FEs la aplicacion f(z,y) =z - f(1,0)+y- f(0,1) = (x + y,2y — x,x + 3y).
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Matriz de una aplicacién lineal. Vamos a introducir el concepto méas importante del curso.

Es importante entender perfectamente esta seccién. Aqui también supondremos que los ev de salida
y llegada son de dimension finita.

Sea f : E — F una aplicacién lineal entre ev de dimensidn finita. Sea W = (w1, ..., w,) una base
del ev de saliday V = (vq,...,v,) una base del ev de llegada.

Por definicién, la matriz de la aplicacion f en la base de salida W y la base de llegada V' es la matriz
MY (f) € Myxn(K) cuya columna j estd formada por las coordenadas en la base de llegada V' de la
imagen del vector j de la base de salida W. Es decir,

Qi1 Q12 Qin
W Q21 Q22 Qon

flwj) = auj v+ agj-va+ -+ g - v = My (f) = .
(679931 Q2 e Qmn

La matriz MY (f) tiene n = dim E columnas, tiene m = dim F filas y cumple rango M{" (f) = rango f.
La propiedad fundamental la matriz MY (f) es la siguiente:

WV:MV(I’)%W Yu € E.

Conviene recordar que @y denota las coordenadas del vector u en la base de salida W, mientras
que f(u), denota las coordenadas del vector imagen f(u) en la base de llegada V. (Repasar el tema
FEspacios Vectoriales.)

EJERCICIO. Comprobar que esta propiedad es cierta si u es uno de los vectores de la base de salida
W. A continuacion, probar que la propiedad es cierta para cualquier vector u.

EJERCICIO. Comprobar que cuando F = E, entonces MY (Id) = C{Y.

Cuando el ev de salida y el de llegada coincidan: F' = E y f es un endomorfismo, pondremos la
misma base en la salida y la llegada: V = W y diremos que M‘YVV(]‘) es la matriz de f en la base W.

EJEMPLO. Vamos a calcular la matriz del giro de dngulo 0 en la base natural de R?.
Notamos por gg : R?2 — R? al giro y por N = (ey,e2) con e; = (1,0) y ea = (0,1) a la base natural.
Mediante un dibujo y un poco de trigonometria se puede ver que

go(e1) = (cosf,sinf) = (cosh) - ey + (sinf) -ea  gg(ea) = (—sinb,cosf) = (—sinf) - e; + (cosb) - es.
cosf —sinf )

N _
Por tanto, la respuesta es My (go) = ( sin 0 cosf
EJEMPLO. Sea f:R3 — R* la aplicacion lineal dada por
flx,y,2) = 22+ 5y —3z,x —y+ 2,2+ 2y + 32, 2).

Sean W y V las bases naturales de E = R3 y F = R* respectivamente. Queremos calcular la matriz
de f en las bases naturales de salida y llegada, es decir, A= MY (f). Como

f(]-voao) = (27171a0) f(O,l,O) = (57_17270) f(0,0,].) = (_3717371)

2 5 =3

‘ W 1 -1 1

la matriz que buscamos es A = My} (f) = 1 5 3
0 0 1

Es importante observar que los elementos de la fila i de la matriz A = MY (f) son los coeficientes
de la ecuacién ¢ de la aplicaciéon. Por eso resulta tan sencillo calcular la matriz de una aplicaciéon en
las bases naturales. Es mucho més dificil calcular la matriz en otras bases.
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EJEMPLO. Sea f : R® — R* la aplicacion del ejemplo anterior. Sea W' = (w}, wh,w}) la base de
salida formada por los vectores wi = (1,1,1), wh = (1,1,0) y wh = (1,0,0). Sea V' = (v}, vh, v§, v})
la base de llegada formada por los vectores

vp=(1,0,0,0)  vy=(1,1,1,0)  v5=(0,1,0,0) v =(0,0,1,1).

Queremos calcular B = M“/}K (f). Mediante unos cdlculos un poco pesados, pero simples, vemos que

Fh) = (41,6,1) = (~1) v} +5- )+ (—4) 0§+ 1+
fwy) = (7,0,3,0) =4-v] +3-v5+(=3) v +0- v}
Fwh) = (21,1,00=1-0)+1-vh+0-vj+0-0}
-1 4 1
luego la matriz que buscamos esB:MV,,(f): _i _g é
1 00

EJERCICIO. Sea f : Rs[x] — Rs[z] una aplicacion lineal tal que cualquier polinomio y su imagen
por [ siempre tienen el mismo grado. Sea

ap by co do
ay b1 ¢ dp
ay by ca do
a3 bz c3 d3

M=

la matriz de f en la base natural de R3[z]. ; Qué elementos de esta matriz podemos decir que son nulos?
&Y cudles no pueden ser nulos? (Respuesta: a1 = aa = azg = by =bs = ¢35 =0 y ag,b1,ca,ds #0.)

EJERCICIO. Sea f: My(R) — Ma(R) una aplicacion lineal tal que la imagen de cualquier matriz es

una matriz antisimétrica. Sea
ay a2 a3 a4

M= by by bz by
C1 Co C3 Cq
di do d3 dy

la matriz de f en la base natural de Ma(R). ;Qué elementos de esta matriz podemos decir que son
nulos? (Respuesta: a1 =ags =a3 =a4 =d; =dy =d3 =ds =0.)

PROBLEMAS RELACIONADOS. 3, 8 y 9.

Cambios de base. Para entender bién esta seccion es necesario recordar los cambios de base
del tema Fspacios Vectoriales. Seguimos suponiendo que los ev de salida y llegada son de dimensién
finita.

Sea f : E — F una aplicacién lineal entre ev de dimensién finita. Dadas dos bases cualquiera de
salida W y W' y dos bases cualquiera de llegada V' y V', entonces
W 1 W w’
My, (f) =Cv. - My (f) - Cy -
Un truco memotécnico para recordar esta férmula consiste en escribir que V‘Z,' = % . % . If,/v/. Otro
truco, quizéas el mas adecuado para resolver problemas, pasa por escribir el diagrama

(B:W) ———— (V)

ST TT
(B;W') ——2—— (F; V")
donde A = MY (f) y B = M“;‘f/(f), mientras que S = CVM‘,{/ yT = C"‘//' son matrices de cambio de
base. Mirando el diagrama vemos que

B=T"14.5
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pues la inversa T—! = C’V, va en sentido inverso a la matriz T = CV .
Cuando la base de llegada no cambia tenemos que V' =V, luego T = C“// =ldyB=A-85.
Cuando la base de salida no cambia tenemos que W’ = W, luego S = CVV[[,/ =ldyB=T"'-A.
Cuando el ev de salida y el de llegada coinciden es habitual que V. = W y V/ = W’. En tal caso
T=SyB=S"1-4.8.

EJEMPLO. Sea f:R3 — R* la aplicacion lineal dada por
flz,y,2) = 22 +5y — 32,2 —y + 2,2+ 2y + 32, 2)

que hemos usado en los ejemplos anteriores. Sean W, W', V y V' las bases de esos ejemplos.
La matriz de la aplicacion en las bases naturales A = M&V(f) es facil de calcular. Queremos calcular
B = M“ff/(f) usando A = MY (f). Las matrices de cambio de base que nos interesan son:

AR fo1 1o
S=Cyp =110 T=Cy =
10 0 0 1 0 1
0 0 01
La formula de cambio de base que resuelve el problema es:

1 0 —1 1 2 5 =3 111 -1 4 1
_ 1 4 c_| 00 I -1 | (1 -1 . - 5 3 1
B=T A-§= 0 1 -1 1 1 2 3 i (1) 8 o —4 -3 0
00 O 1 0 0 1 1 0 0

EJEMPLO. Sea f : Ro[z] — M2(R) la aplicacion lineal dada por

P(1)—P"(1) P(1)-P'(1
porm (50 E0-E )

Queremos calcular la matriz de f en la base natural de salida W = (1,2,22) y la base de llegada
V = (v1,v2,vs,v4) formada por las matrices

(10 (1 0 (01 /01
=10 1 2=1 0 -1 =110 va=\_1 0 )

Sea N la base natural del ev Ma(R). Empezamos calculando A = MY (f). Como

rw=(11) f@=(y ) se=( )

11 -1
1 0 -1 ) . ) . .

vemos que A= MY (f) = 1 O 1| A continuacion, aplicamos la formula del cambio de base
1 -1

para calcular B = M&V(f) temendo en cuenta que la base de salida no cambia. Asi pues,

-1

1 10 0 11 -1 11 -1
1, |0 011 10 -1 [00 o0
B=T"-A=14¢ o1 21 10 -1 ] |10 -1
1 =10 0 11 -1 00 0

donde T = CY; es la matriz de cambio de base de la base V a la base natural N.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 10b, 11e, 13y 14.
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Calculo de ntcleos, imagenes, rangos y anti-imagenes. Sea f : F — F una aplicaciéon
entre ev de dimensién finita. Sea W una base de salida y V una base de llegada. Sea A = MY (f). Sea
G un sev del ev de llegada F' y sea B una matriz cuyas filas son los coeficientes de unas ecuaciones
del sev G en base V. Entonces:

Las columnas de A son las coordenadas en base V' de unos generadores del sev Im f.

= Las filas de A son los coeficientes de las ecuaciones del sev Nuc f en base .

= rango f = dimIm f = rango A y dim Nuc f = dim F — rango f = dim F — rango A.

= Las filas de BA son los coeficientes de unas ecuaciones de la anti-imagen f~1(G) en base W.

EJEMPLO. Queremos calcular el nicleo y la imagen de la aplicacion lineal f : Rs[z] — Ma(R) cuya
matriz en las bases naturales de salida y llegada es

1 -1 -1 1
2 -1 -1 -3
3 -2 -2 =2
1 0 0 —4

A:

También queremos calcular la anti-imagen del sev G de M2(R) formado por las matrices simétricas.
Cidlculo del niicleo:

ap— a1 — as + as = 0
2a9 — a1 — az — 3a =0
_ 2 3. 0 1 2 3 2 3
Nuc f =< ap + a1z + asx” + azzx” : 340 — 2ay — 2a5 — 2a5 = 0 = x,x° + 5+ 4].
an —4(13 = 0

Cdlculo de la imagen:

If_12 -1 -1 -1 -1 1 =3\ _([1 2 1 1
= Ns 1))Vl o) \U—2 o)\ =2 —a)|7|\31) 20/
Cdlculo de la anti-imagen: Empezamos buscando unas ecuaciones del sev G.
luegoB:(O 1 -1 O)yBA:(—l 1 1 -1 ).Portanto,
fYa) = {ao+a1x+a2x2+a3x3 tag—ay —ag +as :0} =[z+1,22+1,2% 1]
PROBLEMAS RELACIONADOS. 4, 5, 6, 7y 21.

Suma, composicién, e inversién de aplicaciones lineales. Sean F, F' y G tres K-ev. Las
principales operaciones que podemos realizar con aplicaciones lineales son las siguientes.

= Suma. Dadas f,g € L(E,F), f+g € L(E,F) es la aplicacién dada por
(f + )W) = f(u) T g(u)  VueE.

= Producto por escalar. Dado A € Ky f € L(E,F), A- f € L(E, F) es la aplicacién dada por
A-Hw) =X f(uw) Yu € E.

Composicion. Dadas f € L(E,F) y g € L(F,G), go f € L(E,G) es la aplicacién dada por
(go f)lw) =g(f(u)) VucE.

(Para calcular g o f es necesario que el ev de llegada de f coincida con el ev de salida de g.)
Potencia. Dada f € End(E), su potencia k-ésima f* € End(F) es la aplicacién

k veces
—_——~
fr=To o7
Inversion. Si f € L(E, F) es biyectiva, existe una tinica f~! € L(F, E) tal que

fof ™ =fTlof=1d
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EJERCICIO. Probar que si f : E— F y g: F — G son lineales, la composicion g o f también lo es.
EJERCICIO. Probar que si f es una aplicacion lineal biyectiva, su inversa f~1 también lo es.
EJEMPLO. Sean D, f : Rs[x] — Rs[z] las aplicaciones lineales dadas por
D: P(x)— P'(x) f:P(x)— P(x)— P'(x).
Entonces D* = 0. Ademds, f =1d — D es invertible y su inversa es f~' =1d + D + D? + D3.
EJERCICIO. Sea f € End(R*). Probar que Nuc f = Im f <= f? =0 y rango f = 2.

A continuacién, se listan las propiedades de estas operaciones. (Comparar con el tema Matrices.)

= El conjunto L(E, F) es un K-ev con las operaciones suma y producto por escalar.
= Kl elemento neutro de la suma de aplicaciones es la aplicaciéon nula: f = 0.
= Kl elemento neutro de la composicién de aplicaciones es la aplicacion identidad: f = Id.
= Propiedad asociativa combinada: A (go f) = (A-g)of=go (A f).
= La composicién de aplicaciones es asociativa: ho (go f) = (hog)o f.
= La composicién de aplicaciones no es conmutativa.
= La composicién de aplicaciones no tiene elemento inverso.
= Propiedad distributiva: go (f1 + f2) = (9o f1) + (9o f2) v (g1 + g2) o f = (g10 f) + (g2 0 f)-
» Si f e L(E,F)y g€ L(F,G) son biyectivas, entonces g o f también lo es y (go f)~! =
fltog
Hay otras propiedades importantes, pero requieren trabajar en ev de dimensién finita. Por ejemplo,
si f,g € End(E) con dim F < oo, entonces

gof=lde= fog=ld<=g=f"'<=f'=g

En el problema 12 se comprueba que estas (y otras) propiedades son falsas en ev de dimensién infinita.

Finalmente, sean W, V' y U unas bases cualesquiera de los ev F, F''y G, respectivamente. Para
calcular las matrices de una aplicacién suma, composicién, potencia o inversa basta seguir las siguientes
reglas teniendo cuidado para que las bases cuadren.

= La matriz de la aplicacién suma es la suma de las matrices de las aplicaciones:
MY (f +9) = My () + My (9)  ¥f.g € L(E,F).

La matriz de la aplicaciéon producto por escalar es el producto del escalar por la matriz de
la aplicacién:

MYN-f)=X-MY(f) VfeL(EF),v\cK
La matriz de la aplicacién composicion es el producto de las matrices las aplicaciones:
M (go f) =M (9) My (f)  Vf€L(E F)\Yg € L(F,G).

(La base de llegada de la matriz de f debe coincir con la base de salida de la matriz de g.)
La matriz de la aplicacién potencia k-ésima es la potencia k-ésima de la matriz de la aplica-
cién:

k
My (f%) = (My/(£))"  Vf € End(E).
La matriz de la aplicacion inversa es la inversa de la matriz de la aplicacién:
MY(fY = (MY (f))™"  Vf € L(E,F) invertible.

EJEMPLO. Sea f : R® — R? la aplicacion lineal dada por f(x,y,2) = (3, x—y, 20+y+2). Queremos
probar que la aplicacion (f? —1d) o (f —3-1d) es igual a la aplicacién nula.

3 00
La matriz de f en la base natural N de R® es A= MY (f)=1| 1 —1 0 |. Por tanto, la matriz
2 11

de la aplicacion (f* —1d) o (f —3-1d) en la base natural es igual a (A* —1d)(A —3-1d) = 0.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 10, 11, 12, 15y 16.
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Sev invariantes. En esta seccién trabajaremos con endomorfismos, es decir, supondremos que

el ev de salida y llegada coinciden. El concepto de sev invariante volvera a parecer en el tema Jordan.

Sea f : E — E una aplicacién lineal. Sea F' = [uy,...,u,] un sev del ev E. Diremos que F es un
sev invariante por f cuando se cumpla alguna de las siguientes condiciones (son equivalentes):

» f(u) € F para todo u € F.
v f(uj) € Fparaj=1,...,7.

EJEMPLO. El sev F = {(z,y,2) € R® : © —y + 22 = 0} es invariante por la aplicacion lineal
f:R3 = R3 dada por f(z,y,2) = (x —y+ 2,y,2/2 + 32/2).
Empezamos viendo que F = [uy,us] con uy = (1,1,0) y ug = (0,2,1). Para acabar, basta ver que

flu) = (0,1,1/2) € ' flug) = (—1,2,3/2) € F.

EJERCICIO. Supongamos que F y G son sev invariantes por una aplicacion lineal f : E — E. ;FEs
la interseccion F' N G invariante por f2 ;Y la suma F + G? (Respuesta: Siy sti.)

EJERCICIO. Sea f : Ronyi1[x] — Ropt1[z] una aplicacion lineal tal que los sev
F=[1,2%2%. .. 22 2* G =[x,23 25 ... 2®" " 2?" )

son invariantes por f. Sea A = (a;;) la matriz de f en la base natural N = (1,..., 2" 1) de Rop41[x].
4 Qué elementos de la matriz A podemos decir que son nulos? (Respuesta: a;; = 0 si |i — j| impar.)

PROBLEMAS RELACIONADOS. 27, 28, 29 y 30.

Problemas para no dormir. 17, 18, 19, 20, 22, 23, 24 y 25.
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Determinantes

Determinantes de matrices cuadradas. El determinante de una matriz cuadrada se puede
definir recursivamente mediante desarrollos por columnas o por filas. Sea A = (a;;) una matriz n x n,
donde i es el indice de la fila y j es el indice de la columna. Notamos por A;; la matriz (n—1) x (n—1)
que se obtiene al quitar la fila ¢ y la columna j de la matriz A. Entonces

= Desarrollo por la fila i: det A = |A] = Z?Zl(—l)“'jaij'de_zt(Aij).
» Desarrollo por la columna j: det A = [A] = >0 | (—1)""a,; det(A;;).
Aplicando repetidamente estas férmulas, vamos reduciende el orden de las determinantes hasta
llegar a determinantes de 6rdenes uno, dos o tres que se pueden calcular usando las reglas de Sarrus:

lai1] = an

‘ ailr a2

= a11G22 — A120G21
az; a2

a11 a2 a13
az1 Q22 @23 = 11022033 + 012023031 + 621032013 — A13022031 — 023032011 — 021312033.
aszr azz2 ass
El valor del determinante no depende de las filas o columnas escogidas. La dificultad del calculo
probablemente si.
Las principales propiedades de los determinantes de matrices cuadradas son las siguientes.

1. Si una columna es cero, el determinante es cero.
Si hay dos columnas iguales, el determinante es cero.
Si las columnas son 1d, el determinante es cero.
El determinante cambia de signo al permutar dos columnas.
El determinante no cambia si a una columna se le suma una cl de las restantes.
El determinante es lineal respecto a cada columna:
w det(...,c;+¢,...) =det(... ¢, ..) +det(...,c,..0).
v det(...,A¢,...) = Adet(..., ¢, .- ).
Las filas también cumplen las anteriores propiedades.
det(AA) = A" det(A).
El determinante del producto es igual al producto de determinantes: det(AB) = det A-det B.
10. Una matriz A es invertible si y solo si det A # 0. Adem4s, det(A~!) = (det A)~L.
11. Una matriz y su transpuesta tienen el mismo determinante: det(AT) = det A.
12. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos diagonales.
13. El determinante de una matriz triangular por bloques es igual al producto de los determi-
nantes de los bloques diagonales.

S O w2

© ® N

EJErcICiO. Comprobad mediante ejemplos que det(A + B) # det A+ det B y det(AA) # Adet A.

EJERCICIO. Probar que det(A¥) = (det A)¥ si k € N. Si A es invertible, la férmula también se
cumple cuando k € 7.

El método de Gauss para calcular determinantes. No es una buena idea aplicar la definiciéon
para calcular determinantes de matrices grandes. Es mejor convertir la matriz inicial en una matriz
triangular mediante una cadena de operaciones del siguiente tipo:
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= Sumarle a una columna (o fila) un cl de las restantes.

Estas operaciones no modifican el valor del determinante. Es importante recordar que si permutamos
dos columnas (o filas) o multiplicamos una columna (o fila) por un nimero el valor del determinante
si se modifica.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 1, 2, 4 y 9.

El determinante de Vandermonde. Dados n + 1 nimeros zg, ..., Z,, se cumple que
Lowo  (x0)®> -+ (z0)"
Lo () o (z)”
V(zg,...,xn) =| ! : : : = H (2 — ).
1 Zp1 (g;n_l)? e (@) 0<i<j<n
Lz, (mn)2 T (zn)"
Nétese que V (xg,. .., z,) # 0 cuando los ntimeros g, 21,. .., T, son diferentes entre si.

Un método para calcular rangos. Los menores de orden r de una matriz (cuadrada o no)
son aquellas matrices r X r que se obtienen tachando una cantidad adecuada de filas y columnas de la
matriz inicial. Por ejemplo, una matriz 3 x 4 tiene: cuatro menores de orden 3, dieciocho menores de
orden 2 y doce menores de orden uno.

El rango de un matriz es igual al mayor orden de los menores cuyo determinante es diferente de
cero. Si hay algin menor de orden r y determinante no nulo, entonces el rango es mayor o igual que
r. Cuando todos los menores de orden r tienen determinante cero, el rango es menor que r.

EJERCICIO. ;Cuantos menores de orden r tiene una matriz n X m? Respuesta: (:) (T)

El método de Cramer para resolver sistemas. Si A es una matriz n X n invertible y b un
vector de n componentes, entonces el sistema lineal clasico Ax = b siempre es compatible determinado
y su solucién se puede expresar mediante la regla de Cramer

o det A1

YT et A TS

donde A; es la matriz que se obtiene al substituir la columna ¢ de la matriz A por la columna b. Si la
matriz A es grande, la regla de Cramer es peligrosa.

PROBLEMA RELACIONADO. 7.

Un método para invertir matrices. Si A es una matriz invertible, det A # 0 y
1
1 . T
=—(AdjA) ",
detA( i4)
donde Adj A es la matriz adjunta de A. La matriz adjunta se calcula asf:
AdJ A= (Oéij) Q5 = (—1)i+j det A”
EJERCICIO. Probar la formula anterior sabiendo que si x; es la columna j de la inversa de A y e;
es el vector j de la base candnica, entonces Ax; =e;, j =1,...,n. (Indicacion: Cramer.)

PROBLEMA RELACIONADO. 6.

El determinante de n vectores. Sea E un ev de dimensién ny U = (uq,...,u,) una de sus
bases. Sean vy,...,v, € E tales que v; = Y., a;;u;. Sea A = (a;;). Es decir, la columna j de la
matriz A es igual a las coordenadas del vector v; en la base U. Entonces

det y(v1,...,v,) := det A.

El valor del determinante depende de la base escogida, pero los vectores vy, ..., v, son ld si y sélo si
su determinante (en cualquier base) es cero.

PROBLEMA RELACIONADO. .
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El determinante de un endomorfismo. Sea E un ev de dimension finitay f: E — E un
endomorfismo. Sea A la matriz de f en una base U de E, es decir, A = MY (f). Entonces

det f := det A.
El valor del determinante no depende de la base escogida y f es biyectiva si y sélo si det f # 0.

PROBLEMA RELACIONADO. 8.
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Diagonalizacion

Ejemplos introductorios. Sea f: M2(R) — M3(R) la aplicacién lineal definida por

= (DY pany = (150~ 20b+9e+12d 100+ 15b— e —9d
“\e d T\ —18a —24b+12c+16d 12a+ 18b—8c—12d |-

Esta aplicacién parece complicada. Por ejemplo, trabajando en la base natural N de M»(R) dada por

1 0 0 1 0 O 0 0
E11<00> E12(00> E21(10) E22<01)

la matriz de la aplicacién es el siguiente monstruo:

—-15 -20 9 12
10 5 -6 -9
—18 —-24 12 16
12 18 -8 —12

A=MY(f)=

Sin embargo, la aplicacién f no es tan complicada como parece cuando nos sacamos de la manga la
base U de M»(R) dada por

(2 -1 (-1 1 (-1 1 (2 -1
= -2 =122 2 e o =2 -1 )
Resulta sencillo comprobar que la imagen de cada uno de estos elementos es un multiplo del propio
elemento. Concretamente, si Ay = 1, Ao = —1, A\3 = 2y \y = —2, entonces
flur) = Mup = wy fluz) = daug = —up f(us) = Azguz = 2u3 fug) = Aug = —2uy.

Por tanto, la matriz del endomorfismo f en la base U es diagonal:

A0 0 0 1 00 0
om0 0 0| [0 =10 o
D=Mz()=1 9 0 » o "o 02 o

0 0 0 N\ 0 00 —2

EJERCICIO. Ver que SD = AS, si S es la matriz del cambio de base que pasa de base U a base N :

2 -1 -1 2
-1 1 1 -1
4 -2 -1 2
-2 2 1 -1

S=cCf =

(Indicacién: No es necesario matarse haciendo el cdlculo, basta recordar que MY (f) = CY MY (£)C¥.)

Asi pues, hemos diagonalizado f. De paso, hemos comprobado que f es diagonalizable, es decir, que
se puede diagonalizar. Obviamente, esto plantea las siguientes preguntas:
= ;Todos los endomorfismos son diagonalizables?
= En caso negativo, jcémo se sabe si un endomorfismo dado es (o no) diagonalizable?
= Finalmente, cuando ya sabemos que un endomorfismo es diagonalizable, jcémo se diagona-
liza?
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La primera respuesta es no, ya que el endomorfismo f : R? — R? cuya matriz en la base natural es

s (00

no es diagonalizable. Si lo fuera, existirian una matriz diagonal D y una matriz invertible S,

(M0 v _[(a B
=5 ) sme=(D5)

)\104 )\2,6 o o o 0 O
talesque(kl’y /\26>SDJS(a ﬁ>'

EJERCICIO. Comprobar que eso es imposible.

Diagonalizacién de matrices versus diagonalizacién de endomorfismos. Sea f: F — F
un endomorfismo de un K-ev de dimensién n. Sea A € M,,(K) la matriz de f en alguna base de E.
El problema de diagonalizar el endomorfismo f es similar al problema de diagonalizar la matriz A, ya
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Existe una base U = (uq,...,u,) de E y unos escalares A1, ..., A\, € K tales que
f(uj):)\juj jZl,...,?’L.

» Existe una base U de E tal que la matriz M (f) es diagonal.

» Existen en M, (K) una matriz diagonal D y una matriz invertible S tales que SD = AS.

Cuando estas condiciones se verifican diremos que f (y A) son diagonalizables.
Sélo hablaremos de matrices pues son mas sencillas que los endomorfismos. Cuando nos pidan
trabajar con un endomorfismo realizaremos los siguientes pasos:
1. Calcular la matriz del endomorfismo en alguna base adecuada.
2. Estudiar la diagonalizaciéon de esa matriz.
3. Trasladar los resultados al contexto inicial.

El polinomio caracteristico. VAPs y VEPs. Si A € M, (K), su polinomio caracteristico es
Qa(t) = det(A —tId) € K, [t].

Las raices de Q(t) son los valores propios (VAPs) de la matriz A. El conjunto de todos los VAPs es
el espectro de la matriz y se escribe o(A). Si A es un VAP de A, el sev Ey = Nuc(A — AId) C K" es el
sev propio asociado al VAP A. Los vectores propios (VEPs) de un VAP X\ € o(A) son los vectores no
nulos de E). La traza de una matriz es la suma de los elementos que estan situados en la diagonal de
la matriz y se escribe traza A.

EJERCICIO. Calcular el polinomio caracteristico, los VAPs y los VEPs de las matrices

3 1 3 11 2
A=10 2 2 B=|11 3
0 0 1 0 0 O

Las principales propiedades del polinomio caracteristico, los VAPs y los VEPs son las siguientes.

= A es invertible si y sélo si 0 € o(A).
A€ d(A) & det(A— Ad) =0 < rango(A — MId) < n < Nuc(A — AId) # 0 < A tiene VEPs.
Un vector v € K™ es un VEP de VAP X de la matriz A siy sélo si Av =AMy v #0.
gr[Qa(t)] = n, luego A no puede tener més de n VAPs diferentes.
SiQat)=qo—qt+---+ (=1)""tg, 11" + (=1)"g,t", entonces:

qo =det A Gn—1 = traza A Gn = 1.

l
Jj=1

Si Q4 (t) descompone totalmente en K, es decir, si Qa(t) = [[._;(A; —t)% con Aq,..., € K
y ai,...,a; € Njentonces o(A) = {\,..., N}y

e det A= H;:1 /\?j = producto de todos los VAPs repetidos segiin multiplicidad.
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o traza A = Z;zl a;Aj = suma de todos los VAPs repetidos segtin multiplicidad.
Repetido segin multiplicidad significa que un VAP doble aparece 2 veces, uno triple 3 veces,
etc.

= Varios de estos objetos son invariantes por cambios de base. Si B = S~1AS, entonces

QRp(t) =Qa(t) o(B) =0(A) det B=det A traza B = traza A.

= Los VAPs de una matriz diagonal (o triangular) son los elementos de la diagonal de la matriz.
= VEPs de VAPs diferentes siempre son li: Si A1, ..., \; son VAPs distintos de A, entonces la
suma Iy, @ ---® E), es directa.
u T2 de Cayley-Hamilton: Qa(t) = qo+qi1t+- - -+qnt"™ = Qa(A) := qold+¢1 A+ +¢, A" = 0.
EJERCICIO. Como Qa(t) = det(A — tId), vemos que Qa(A) = det(A — A-1d) = det(4 — A) =
det(0) = 0. sPor qué esta demostracion del Teorema de Cayley-Hamilton es incorrecta?
EJERCICIO. Encontrad ejemplos que pongan de manifiesto las siguientes afirmaciones.
1. traza(AB) # (traza A) - (traza B).
2. Existen matrices reales sin ningun VAP real.

PROBLEMAS RELACIONADOS. 4 y 17.

El criterio de diagonalizacion. Buscamos condiciones necesarias y suficientes para que una
matriz cuadrada A € M, (K) diagonalice sobre el cuerpo K. En la mayoria de los casos K = R o
K=_C.

Si A € 0(A), sus multiplicidades algebraica y geométrica se definen como:
= ma(A) = multiplicidad de A como raiz del polinomio Q 4(t).
= mg(A) = dim E) = dim[Nuc(A4 — AId)] = n — rango(A4 — AId).
Es decir, ma(\) es el exponente del factor (¢ — A\)* en la factorizacién del polinomio caracteristico,
mientras que mg(A) el nimero de VEPs li de VAP \. Estas multiplicidades satisfacen la desigualdad

1 <mg(A) <ma(A) VA € a(4).
Finalmente, el criterio de diagonalizacién establece que A es diagonalizable sobre K si y sélo si:

1. Su polinomio caracteristico descompone totalmente en K: A € K para todo A € o(A).
2. Las multiplicidades algebraicas y geométricas coinciden: mg(\) = ma()\) para todo A € o(A).

PROBLEMAS RELACIONADOS. 1, 2y 3.

El algoritmo de diagonalizacién. El algoritmo estandar para estudiar la diagonalizacién de
una matriz A € M, (K) y, cuando sea posible, encontrar una matriz diagonal D € M, (K) y una matriz
invertible S € M, (K) tales que SD = AS, consta de los siguientes pasos.

1. Calcular y factorizar el polinomio caracteristico Q ().

2. Siexiste A € 0(A) tal que A ¢ K, entonces A no diagonaliza en K.

3. Comparar las multiplicidades algebraicas y geométricas de los VAPs. Si existe A € o(A) tal
que mg(A) < ma(A), entonces A no diagonaliza (en nigin cuerpo).

4. (Cuando A = (a;;) diagonaliza y tiene VAPs Ay,...,\; € K de multiplicidades a1, ..., o €
N.) Para cada VAP X = );, tenemos que encontrar & = c; VEPs li de VAP A resolviendo el
sistema homogéneo con « grados de libertad:

air — A a2 e a1n x1 0
as1 ag2 — A --- a2n T2 0
an1 an2 e Apn — )\ Tn 0

5. D se construye poniendo los VAPs en la diagonal, repetidos segiin multiplicidad.
6. S se construye poniendo los VEPs por columnas, en el mismo orden que los VAPs en D.
7. Comprobar que SD = AS. (Opcional.)

PROBLEMAS RELACIONADOS. &, 6, 7, 8y 11.
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Trucos. Los siguientes trucos pueden ayudarnos en algunas ocasiones.

= Matando ecuaciones al calcular VEPs. Cuando buscamos o« VEPs li de VAP A resolviendo
el sistema homogéneo anterior, conviene recordar el grado de libertad de ese sistema es a.
Por tanto, al escalonar el sistema para resolverlo, tienen que desaparecer exactamente «
ecuaciones. Es decir, una ecuacién si el VAP es simple, dos si es doble, tres si es triple, etc.
» Los VAPs simples son inofensivos. Si ma(\) = 1, entonces mg(A) = ma(A). En particular,
las matrices sin VAPs multiples siempre diagonalizan.
= Diagonalizando en K = C. Si estamos estudiando una matriz real A, debemos tener en cuenta
las siguientes propiedades:
e El conjugado de un VAP de A, también es un VAP de A: A € 0(A) <= X € o(A).
e Ll conjugado de un VEP de A, es un VEP del VAP conjugado: v € E) <=7 € Ix.

e Las multiplicidades no cambian al conjugar: ma(\) = ma(\) y mg(\) = mg()).
Estas propiedades son ttiles, ya que permiten reducir el trabajo a la mitad. Al estudiar un
VAP, automaticamente tenemos la informacién de su conjugado.

1 —-12 -14
EJERCICIO. Diagonalizar en los complejos la matriz A= | 1 2 =3 |.(0(4)=
1 1 -2

{1,45i} y una base de VEPs es vy = (25,~7,6)7, va = (26,1 4+ 5i,1+5i)" y v3 = 13.)
= Cazando VAPs. La traza y el determinante pueden servir para cazar algunos VAPs. Ejemplo:
si A € M3(R) es tal que 3 € 0(A4) = {1, A2, A3}, det A =9y traza A = 7, entonces
A2 + A3 = (traza A) — A\ =4 Aoz = (det A)/ A =3
luego A1 = Ao =3y A3 =1

EJERCICIO. Sea A € My(R) tal que 3+ 2i € 0(A) y det A = traza A = 0. Encontrar los
VAPs.

= Cazando VEPs. Para calcular los VEPs de un VAP )\, tenemos que calcular el nicleo de la
matriz A — Ald. El ntcleo se puede encontrar escalonando o a vista si somos capaces de ver
las cl de columnas de la matriz A — A\Id que se anulan. Por ejemplo, el nicleo de la matriz

1 3 7 0

laleslen = | 26 14T
aleisia) =1 1 3 7 -3

0 0 0 0

contiene a los vectores u = (3,—1,0,0)T y v = (7,0,—1,0) ", ya que la columnas cumplen
las relaciones co = 3¢y y ¢3 = Tcy.
= Inversas por Cayley-Hamilton. Sila matriz A es invertible y Q4 (t) = qo+qit+qot>+- - +qnt™,

Qa(A)=0 = qld+ @A+ @A+ +¢g,A" =0
= —qld=qA+@A®+ 4+ A" =A(qld+ @A+ + ¢, A"
— A =—(qld+ @A+ +a:A"") /.

EJERCICIO. sDonde falla este método para cacular inversas cuando la matriz A no es
invertible?

PROBLEMA RELACIONADO. 10, apartado a).
= Potencias de matrices. Si D = diag(\1,...,\,) = STLAS, entonces
AF = SDFS! = 8 diag (Af,...,AF) - S7!  VkeN.

Cuando la matriz A es invertible, D también lo es pues todos los VAPs son diferentes de
cero y la férmula anterior se puede usar para toda k € Z.

PROBLEMA RELACIONADO. 10, apartado c).
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= Fcuaciones con matrices. La diagonalizacién es 1til, entre otras cosas, para resolver ecuacio-
nes con matrices que de otra forma serian tremendamente complicadas. Por ejemplo, supon-
gamos que queremos calcular las raices k-esimas de una matriz diagonalizable A € M,,(C). Es
decir, buscamos todas las matrices B € M,,(C) tales que B¥ = A. Aplicando el algoritmo de
diagonalizacién anterior calculamos una matriz diagonal D € M,,(C) y una matriz invertible
S € M, (C) tales que D = diag(A1,...,\,) = S~1AS. Entonces,

B = {C/ZZS\IC/BS_le-diag(W7...7W)~S_1.

Asf pues, una matriz diagonalizable con p VAPs no nulos (contados con multiplicidad) tiene
al menos kP raices k-ésimas en los complejos.

Este método sirve para calcular cosas mas complicadas, como el coseno o el logaritmo
de una matriz, pero eso es otra historia.

PROBLEMA RELACIONADO. 13.

Problemas para no dormir. 9, 12, 14, 15, 16, 17 y 18.
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Jordan
Ejemplo introductorio. Sea f : R3[z] — Rs[z] el endomorfismo definido por

f:P(x)— 2P(z)+ P'(z) + P"(z) + P"(x).

La matriz de f en base natural N de Rs[x] es

A=My(f) =

S O N
SO N
O N NN

w OO

0 2

Vamos a intentar diagonalizar este endomorfismo. Como la matriz A es triangular, resulta facil
calcular el polinomio caracteristico: Q¢(t) = (2 — t)*. Por tanto, A = 2 es el tinico VAP de f.

Un polinomio P(x) = ag + a1x + ax? + azz® es un VEP de VAP X\ = 2 del endomorfismo f siy
s6lo si 2P(x) + P'(z) + P"(x) + P"'(z) = f(P(z)) = 2- P(x), o sea, si y sblo si
(2ag + a1 + 2as + 6a3) + (2a; + 2a2 + 6a3)x + (2az + 3a3)x? + 2a32> = 2a¢ + 2017 + 2a2* + 2a32>.
Resolviendo el sistema resultante, obtenemos que as = as = a; = 0y ag € R queda libre. Asi pues,
A = 2 es el dnico VAP de f y los polinomios de grado cero son sus tinicos VEPs: Nuc(f —2-1Id) = Rg|z],
de forma que ma(2) = 4 y mg(2) = dim[Nuc(f — 2 - Id)] = 1. Por tanto, f no diagonaliza.

Transcurridos unos (breves) momentos de pdnico, decidimos que no estd todo perdido y buscamos

una base en la cual la matriz de f quede lo mas simple posible, aunque no sea una matriz diagonal.
Concretamente, nos sacamos de la manga la base U de Rs[z] formada por los polinomios

Py(z) = 2* Py(x) = 6 + 62 + 322 Ps(z) =12+ 6x Py(x) = 6.

Resulta sencillo comprobar que las imdgenes de los elementos de esta base son:

f(Pi(z) = A-Pu(a) + Pax) =2 Pi(x) + Pa(x)
f(Pa(z)) = X Pa(x)+ Ps(z) =2 Py(z) + P3(x)
[(P3(x)) = A Ps(x) + Py(x) =2 Ps(x) + Pa(x)
f(Pa(x)) = X Py(x) =2 Py(x).
Por tanto, la matriz del endomorfismo f en la base U es:
A0 0 O 2 0 00
T=miN=| 5 Y X 0 |=o1 20
0 0 1 X 00 1 2

donde A = 2 es el tnico VAP del endomorfismo f.

EJERCICIO. Ver que SJ = AS, si S es la matriz del cambio de base que pasa de base U a base N:

06 12 6
v _ o6 60
S=Cxv=1093 0 0
10 00

(Indicacién: No es necesario matarse haciendo el cdlculo, basta recordar que M (f) = C MY (f)C¥.)
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Antes de pasar a las definiciones, observamos que una base V = (Q1(z), Q2(x), Q3(x), Q4(z)) de
R3[z] cumple que MY (f) = J siy sélo si

Q2(z) = (f—A 1d)(Q:1())
Qs(x) = (f=X2-1d)(Qa2(x)) = (f — X -1d)*(Q1(2))
Qa(x) = (f=A-1d)(Qs(x)) = (f = X-1)*(Q1 ().
Es decir, la eleccién del primer elemento Q1 (z) de la base V', determina el resto de la base.

EJERCICIO. jEntender bien esto! A continuacion, comprobar que se obtiene a partir de Qq(z) = x2.

(Respuesta: Q2(z) =2+ 2z, Qs(x) =2 y Qa(x) =0, luego V no es una base. jQué mala suerte!)

Bloques de Jordan, matrices de Jordan y bases de Jordan. Dado un escalar A € K y un
natural r € N, J,.(A) denotard la matriz r X r cuyos elementos diagonales son igual al escalar A, cuyos
elementos subdiagonales son igual a uno y el resto son nulos. Por ejemplo,

X 0 0 A0 00

A0 1 A 00

A=) RN=( 7 | Js0)=[1 X0 LN=1 451 ) o
o 00 1 A

Las matrices de la forma J,.(\) son bloques de Jordan. Las matrices diagonales por bloques, cuyos
bloques diagonales son bloques de Jordan, son matrices de Jordan. Por ejemplo, hay seis tipos diferentes
de matrices 3 x 3 de Jordan, a saber:

D = diag(A\,\,\) D' =diag(\, A\, p) D" = diag(\, 1, 1)
J=Js(\) J =diag(J(\),N) J" = diag(J2(N), p).

Tradicionalmente, el orden de los bloques no se tiene en cuenta. Por ejemplo, se considera que las
matrices diag(J2(A), ) vy diag(A, J2(A)) representan la misma forma reducida de Jordan.

Si tenemos un endomorfismo f : F — E y una base U del ev E tal que J = Mg(f) es una matriz
de Jordan, diremos que J es la matriz de Jordan de f o también que es la forma reducida de Jordan
de f, mientras que U es una base de Jordan de f. Estas definiciones plantean las siguientes preguntas:

= ;Es verdad que todos los endomorfismos tiene una (inica) matriz de Jordan?
= ;Cémo se calcula la matriz de Jordan de un endomorfismo?
= ;Cémo se calcula una base de Jordan de un endomorfismo?

Jordan de matrices versus Jordan de endomorfismos. Sea f : £ — E un endomorfismo
de un K-ev de dimensién n. Sea A € M, (K) la matriz de f en alguna base de E. El problema de
encontrar la forma reducida de Jordan del endomorfismo f es similar al problema de encontrar la
forma reducida de Jordan de la matriz A, ya que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Existe una base U = (uq,...,u,) de E, unos escalares A1,...,\, € K y otros escalares
My Yn—1 € {0,1} tales que
flur) = Aug +yue
fluz) = Agua + yous
f(un—l) = Ap—iUp—1+ Yn—1Un
flun) = Apug.

= Existe una base U de E tal que la matriz MJ (f) es de Jordan.
= Existen en M, (K) una matriz de Jordan J y una matriz invertible S tales que SJ = AS.

Sélo hablaremos de matrices pues son mas sencillas que los endomorfismos. Cuando nos pidan
trabajar con un endomorfismo realizaremos los siguientes pasos:
1. Calcular la matriz del endomorfismo en alguna base adecuada.
2. Estudiar la forma reducida de Jordan de esa matriz.
3. Trasladar los resultados al contexto inicial.
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Sev invariantes, restricciones y diagonalizaciéon por bloques. Sea f : E — E un endo-
morfismo de un K-ev, U = (ui,...,u,) una base de £y A = MY (f) la matriz del endomorfismo f
en la base U. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Lossev F' = [uy,...,u:] y G = [tyy1,...,Uy,] son invariantes por el endomorfismo f.
» Existen unas matrices B € M, (K) y C € M,,_,(K) tales que A = ( ﬁ g )

Por tanto, existe una relacién entre los sev invariantes y la diagonalizacion por bloques. Esto hace que
la busqueda de sev invariantes sea uno de los aspectos claves de este tema. A nivel tedrico, efectuaremos
esta busqueda en dos pasos:
= En el Primer Teorema de Descomposicion, asociaremos a cada VAP un gran sev invariante.
= En el Sequndo Teorema de Descomposicion, trocearemos esos sev invariantes en otros meno-
res.
A nivel préctico, daremos un algoritmo que resuelve completamente el problema de una sola tacada.
A continuacidn, listamos otras propiedades interesantes de los sev invariantes.

= La suma e interseccion de sev invariantes también son sev invariantes.

= [u] es un sev invariante por f si y sélo si u es un VEP de f.

= Si A esun VAP de f, entonces el sev propio E\ = Nuc(f — A -1d) es invariante por f.
= Si Q(t) € K[t], entonces los sev Nuc[Q(f)] e Im[Q(f)] son invariantes por f.

EJERCICIO. Sea f : E — E un endomorfismo y U = (uy, us, us, uq) una base de E. Supongamos que
los sev F = [uy,ug,us) y G = [uz, us,us] son invariantes por f y sea A = MY (f) = (ai;) la matriz
del endomorfismo f en la base U. ;Qué elementos de la matriz A podemos afirmar que son nulos?
(Respuesta: 41,012,042, Q13, A43, CL14.)

Sea f: E — E un endomorfismo y F' un sev invariante por f. Entonces podemos definir el endo-
morfismo fip: F' — F tal que

fir(v) = f(v) Yv € F.

Esta aplicacién es la aplicacion restriccion de f en F.

EJEMPLO. Sea f : Rs[x] — Rs[z] la aplicacion de la introduccion y sea F = Ry[z]. Resulta que F'
es un sev invariante por f. Ademds, la matriz de la restriccion fip en la base W del sev F' formada
por los polinomios P3(x) =124 6z y Py(z) =6 es

mpe = (5 5)-

El polinomio minimo. El polinomio minimo de una matriz A € M,,(K) es el polinomio ménico
de grado minimo P4(t) tal que
P4(A) = 0.

EJERCICIO. Probar que la definicion anterior es correcta. Es decir, probar que no pueden existir
dos polinomios diferentes monicos de grado minimo que anulen a la matriz A.

Las principales propiedades del polinomio minimo son las siguientes.
= Las raices del polinomio minimo coinciden con los VAPs: A € 0(A4) < P4(\) = 0.
= El polinomio minimo divide a los polinomios que anulan a A: Q(A) = 0 = P4 (t)|Q(t).
= El polinomio minimo divide al polinomio caracteristico: Pa(t)|Q(t).
= gr[Pa(t)] < gr[Qa(t)] = n.
= SiQa(t) descompone totalmente en K, es decir, si Q 4(t) = Hl (Aj—t)% con A1,..., N €K

j=1
y a1, ..., € N, entonces
o Py(t) = H;Zl(t — ;)% con 1 < B; < aj para toda j =1,...,1.
e La matriz A diagonaliza si y sélo si 3; =1 para toda j =1,...,1[.

= El polinomio minimo es invariante por cambios de base: B = S71AS = Pp(t) = Pa(t).
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EJercicio. Calcular el polinomio minimo y el polinomio caracteristico de las matrices
D = diag(A, A\, ) J = J3(N) J' = diag(J2 (1), ).
(Respuesta: Qp(t) = Q(t) = Qu(t) = (A =t)%, Pp(t) =t =\, Ps(t) = (t = \)> y Pp(t) = (t = N)?*.)

Primer Teorema de Descomposicién. Sea f: ' — E un endomorfismo de un K-ev tal que su
polinomio caracteristico descompone totalmente en K: Q¢(t) = Hé‘:1(>‘j —t)%. Aqui, A1,..., A €K
son los VAPs de f y los exponentes aj, ..., a; € N son sus multiplicidades algebraicas: ma(\;) = «;.

Vamos a descomponer F como una suma de sev invariantes asociados a los diferentes VAPs del
endoznorﬁsmo f. Sea Py(t) = H§:1(t — ;)P el polinomio min_imo7 con 1 < B; < a;. Sabemos que los
sev B; = Nuc(f — A; - Id)* son invariantes. Sean f; = fg, : Ej — LEj sus restricciones. Entonces:

L] dimEj:O[jij:NllC(f—)\j'Id)?j. B
= La primera descomposicién es: F =FE; ®--- @ Ej.
= Q7 (t)= (N — 1) y Pr(t) = (t = A\j)™.

Segundo Teorema de Descomposicién. A lo largo de esta seccién supondremos que estamos
en las siguientes hipétesis. Sea f : E — E un endomorfismo tal que dim F = a, Qf(t) =(A—-t)%y
Pp(t) = (t — A)?, con 1 < 8 < a. Es decir, E es como los sev invariantes que acabamos de obtener en
la primera descomposicién. Queremos descomponer E en sev invariantes méas pequefios.

Si calculamos las dimensiones k; = dim[Nuc(f — X - Id)7], para j = 1,..., 3, resulta que

1<mgA\) =k <ky<---<kg=a=ma(\).

Después, dibujamos un diagrama de cajas con ki cajas en el primer piso, ks — k1 cajas en el segundo,
ks — ko en el tercero, etc. El exponente o = ma()\) del polinomio caracterfstico es igual al nimero
total de cajas del diagrama, el exponente 3 del polinomio minimo da la altura del diagrama y la
multiplicidad geométrica p = k1 = mg(\) es igual al ndmero de cajas del primer piso. El diagrama
estard escalonado, es decir, un piso no puede contener mas cajas que el inferior.

Sea 6; la altura de la columna j. Entonces 3 =1 > 0o > ---6, > 1y 01 + -+, = a. En estas
condiciones, existen p vectores uq,...,up € E tales que los « vectores

Uy, (f— A-Id) (wy), .-y (jj— A-Td)o 1 (uy)
U9, (f - A- Id)(UQ), cey (f —A- Id)éz_l(UQ)

Up, (f A Id)(Up), ) (.f_ A Id)ép_l(up)
forman una base de £ y la matriz de la aplicacién f en esta base es la matriz de Jordan
J = diag(Js, (A), ..., 5, (N)).

En particular, los sev F; = [uy, (f—A Ad) (ug), .- -, (f = A-1d)%~Y(uy)],  =1,...,p, son invariantes
por f y la segunda descomposicién es & = F; @ --- @ F,.

EJERCICIO. Probar que f es diagonalizable si y sélo si 3 = 1. Probar que un endomorfismo general

: E — E cuyo polinomio minimo es Pr(t) = L(t=);)% diagonaliza siy sélo si 1 =--- =G = 1.
f j=1 J

PROBLEMAS RELACIONADOS. 1, 2y 3.

Una pregunta natural es jcémo se encuentran los vectores u1, . . ., u, € E? Es decir, jcuando forman

una base los a vectores anteriores? Respuesta: Si y sélo si los p vectores

(f = A1) " Yuy), (f — A-1d)%2 Hug), ... (f — A-1d)% " (u,)
son li. Ademds, estos p vectores son una base del sev propio Ey = Nuc(f — X -1d). En particular, son
VEPs de VAP X del endomorfismo f.

Un truco 1til consiste en colocar cada uno de estos « vectores en una de las « cajas del diagrama,
siguiendo una reglas faciles de recordar que explicaremos en la proxima seccion.
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El algoritmo de Jordan. El algoritmo estdndar para calcular la forma de Jordan J de una
matriz A € M,(K) cuyo polinomio caracteristico descompone totalmente consta de los siguientes
pasos.

1. Calcular y factorizar el polinomio caracteristico: Q4 (t) = H;Zl(/\j — )%,
Para cada VAP A = ); de multiplicidad algebraica oo = «;, tenemos que:
a) Calcular las dimensiones k; = dim[Nuc(A — X -I1d)7], j = 1,..., 0, siendo 3 el primer
numero tal que kg = .
b) Dibujar el diagrama de cajas con k; cajas en el primer piso, ko — k1 cajas en el segundo,
ks — ko en el tercero, etc. El diagrama tiene « cajas, 8 pisos y k1 columnas.
¢) A cada columna del diagrama, le asociamos el bloque de Jordan Js(\), donde § es la
altura de la columna.
3. La matriz de Jordan J tiene todos los bloques anteriores en la diagonal.

Si ademds queremos encontrar una matriz invertible S € M, (K) tales que SJ = AS, entonces:

4. Situamos un vector en cada caja de los diagramas anteriores del siguiente modo:
a) FEscoger el techo. En la caja superior (techo) de cada columna ponemos cualquier vector
u € Nuc(A — \-1d)? tal que u ¢ Nuc(A — X -1d)°~ !, siendo A el VAP de ese diagrama
y ¢ la altura de esa columna.
b) Bajar al suelo. En el resto de cajas de la columna colocamos los vectores

(A= X-Id)(u), (A = X-Td)2(w), ..., (A = X-1d)° ! (u)

de arriba a abajo, donde u es el vector que hemos situado en la caja superior.
¢) Comprobar el suelo. Los vectores de las cajas inferiores (suelo) deben ser li. (Ademas,
son VEPs.) Si no, cambiamos algunos vectores del techo y repetimos los pasos (b) y (c).
5. Esos vectores, ordenados de arriba a abajo y de izquierda a derecha, son una base de Jordan.
6. S se construye poniendo los vectores de la base de Jordan por columnas.
7. Comprobar que SJ = AS. (Opcional.)

PROBLEMAS RELACIONADOS. Clasificamos los problemas de cdlculo de Jordan en 4 tipos, segun
dificultad:

= Jordan con un dnico bloque: 5¢c, 5e, 6b y 16a.

= Jordan con varios bloques, pero con un unico VAP: J, 5a, 5b y 5d.
= Jordan con varios VAPs: 5f.

= Jordan con pardmetros: 6a.

Trucos. Los siguientes trucos pueden ser ttiles en ocasiones:

= VAPs de multiplicidad geométrica igual a uno. Si A es un VAP tal que ma(\) = a y mg(A\) =
1, entonces 3 = oy k; = j para j = 1,...,3. Es decir, el diagrama de A sélo tiene una
columna.
= Simplificando el cdlculo de 3. Sea A un VAP tal que ma(A) = a. Supongamos que al calcular
las dimensiones k; = dim[Nuc(A — X - Id)7], j > 1, vemos que una de ellas es k; = a — 1.
Entonces no hace falta seguir, pues kg = ks41 = a. Es decir, cuando sélo nos queda una
caja, sélo podemos colocarla en un sitio: encima de la pentultima.
= Matrices con un unico VAP. Si la matriz A € M, (K) tiene un dnico VAP: o(4) = {\},
entonces Qa(t) = (A —t)* y Ps(t) = (t — A\)P con n = a > § > 1. En este caso, siempre
podremos conseguir que el primer vector de la base de Jordan sea un vector de la base natural
N = (e1,...,e,). Basta encontrar e; tal que (A — X -1d)?~te; # 0. (Ejemplo: Problema 4.)
» ;Cudntos VEPs tiene una base de Jordan? Los vectores del suelo son VEPs y el resto no.
Por tanto, basta contar las cajas del suelo.
= Obteniendo informacion del polinomio minimo y similares. Veamos dos ejemplos:
e Sea f : E — E un endomorfismo tal que f2 = 4 - f. Es decir, el polinomio P(t) =
t3—4t =t(t —2)(t +2) anula a f, luego Py (t)|P(t). Esto implica que todos los factores

47



del polinomio minimo son simples y, por tanto, f diagonaliza. Si ademéas sabemos que
f?#4-1d, entonces Pr(0) =0y f no es invertible.

e Sea f : E — E un endomorfismo tal que f2 —2- f +1Id = 0. Es decir, el polinomio
P(t) =t*—-2t+1 = (t — 1) anula a f, luego Pf(t)|P(t). Por tanto, el inico VAP
de f es A = 1. Si ademéds sabemos que f # Id, entonces Pf(t) = (t —1)*> y f no es
diagonalizable.

Calculo de sev invariantes. Una vez hemos encontrado una base de Jordan poniendo un vector
en cada caja del diagrama, resulta sencillo encontrar varios sev invariantes, aunque no todos. La idea
consiste en buscar sev invariantes que esten generados por algunos vectores de la base de Jordan. La
cuestion es jcomo se escogen los vectores de la base de Jordan de forma que el sev que generen sea
invariante? La respuesta es la siguiente: Si cogemos un vector de la base de Jordan, también tenemos
que coger todos los vectores de la base de Jordan situados en las cajas inferiores de esa columna.

EJERCICIO. Probar que esto funciona.
PROBLEMAS RELACIONADOS. 7y 11.

Equivalencia de matrices o endomorfismos. Decimos que dos matrices A, B € M, (K) son
equivalentes cuando existe una matriz invertible S € M, (K) tal que B = S~1AS. Es decir, cuando
puede pasar de una a otra mediante un cambio de base. En tal caso, escribiremos el simbolo A ~ B.
(Desafortunadamente, es el mismo simbolo que el usado cuando se escalona una matriz mediante trans-
formaciones elementales, pero son cosas diferentes.) Andlogamente, decimos que dos endomorfismos
f,9: E — E son equivalentes cuando existen dos bases U y V del ev E tales que MJ (f) = MY (g).

Los resultados principales relacionados con matrices equivalentes son:
= A~ B& Jy =Jp, donde J4 y Jp son las formas de Jordan de A y B.
= A~ B = det A=det By traza A = traza B.
= A~B=Qa(t) =Qp(t) y Pa(t) = Pg(t).
As{ pues, matrices con diferentes determinantes (o trazas, o polinomios caracteristicos, o polinomios
minimos) no pueden ser equivalentes. Estos resultados también son vélidos para endomorfismos.

PROBLEMAS RELACIONADOS. &, 9y 10.

Problemas para no dormir. 12, 13, 14, 15, 16b y 17.
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